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x1

x2

1

x2 x1 z θ1⋅+=

θ2 θ1=

p1
x1

θ1

= p2
x2

θ2

=

S

S 1 z

0 1
=

p2 S p1⋅=

S
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f
S

S
1 0

1
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x1
1

x2
2

A   B
C   D

optisches 
System

S

S A B

C D
=

det S( ) A D⋅ B C⋅– 1= =

S

n

S Sn Sn 1– … S2 S1⋅ ⋅ ⋅ ⋅=

p

x

y

θx

θy

=

S A B
C D

=

A B C, ,  und D

SST
A I⋅ B I⋅
C I⋅ D I⋅

=

I

I 1 0

0 1
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λ

u x y z t, , ,( )
A x y z, ,( )
φ x y z, ,( )

u x y z t, , ,( ) A x y z, ,( ) e
i φ x y z, ,( )⋅

e
i k z⋅ ⋅–

e
i ω t⋅ ⋅⋅ ⋅ ⋅=

x y,
z ω

k c λ

ω 2 π c⋅ ⋅
λ

�����������������=

k
2 π⋅

λ
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E x y z, ,( )

E x y z, ,( ) A x y z, ,( )2∝ u x y z, ,( ) u
*

x y z, ,( )⋅=
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u(x1,y1)

u(x2,y2)
R

z

λ
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x2 y2,

u x2 y2,( ) 1
R
��� u x1 y1,( ) e

i k R⋅ ⋅–⋅ ⋅=
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R

R z
x1 x2–( )2

2 z⋅
�����������������������

y1 y2–( )2

2 z⋅
�����������������������+ +=

u x2 y2,( ) i e
i k z⋅ ⋅–⋅

λ z⋅
����������������������� u x1 y1,( ) e

i k⋅
2 z⋅
��������� x1 x2–( )2

y1 y2–( )2+( )⋅–
y1d x1d⋅

∞–

∞

∫
∞–

∞

∫⋅=

u r2( ) i k e
i k z⋅ ⋅–⋅ ⋅

z
������������������������������ u r1( ) J0

k r1 r2⋅ ⋅
z

��������������������� 
  e

i k⋅
2 z⋅
���������– r1

2
r2

2+( )⋅
r1⋅ ⋅ ⋅ r1d

0

∞

∫⋅=

u x2 y2,( ) i e
i k L⋅ ⋅–⋅

λ B⋅
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u x1 y1,( ) e

i k⋅
2 B⋅
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∞–

∞

∫
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∫×
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u r2( ) i k e
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k r1 r2⋅ ⋅
B
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2 B⋅
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2⋅ D r2
2⋅+( )⋅

r1⋅ ⋅ ⋅ r1d

0

∞

∫⋅=

A B C, ,  und D
L

B z
B 0→

u x2 y2,( ) e
i k L⋅ ⋅–

D
����������������� e

i k⋅
2
�������� C D x2

2
y2

2+( )⋅ ⋅⋅
u x1 y1,( )

x1 D x2 y1 D y2⋅=,⋅=

⋅ ⋅=

u r2( ) e
i k L⋅ ⋅–

D
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i k⋅
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u1(t)x1,y1

x2,y2 u2(t)

P

R1

R2

x1 y1, x2 y2,
u1 t( )

u2 t( )

uP t( )
u1 t t1–( )

R1
����������������������

u2 t t2–( )
R2

����������������������+=

t1 t2
x1 y1, x2 y2,

t1 R1 c⁄= t2 R2 c⁄=

T

EP
1
T
��� uP t( ) uP

*
t( )⋅ td

t

t T+

∫⋅∝ uP t( ) uP
*

t( )⋅〈 〉=

EP
1

R1
2

������ u1 t t1–( ) u1
*

t t1–( )⋅〈 〉⋅ 1

R2
2

������ u2 t t2–( ) u2
*

t t2–( )⋅〈 〉⋅

1
R1 R2⋅
���������������� u1 t t1–( ) u2

*
t t2–( )⋅〈 〉 u1

*
t t1–( ) u2 t t2–( )⋅〈 〉+( ) .⋅

+

+

∝

u1 t t1–( ) u1
*

t t1–( )⋅〈 〉 u1 t( ) u1
*

t( )⋅〈 〉 E1∝=
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u2 t t2–( ) u2
*

t t2–( )⋅〈 〉 u2 t( ) u2
*

t( )⋅〈 〉 E2∝=

τ t2 t1–=

u1 t τ+( ) u2
*

t( )⋅〈 〉 u1
*

t τ+( ) u2 t( )⋅〈 〉+ 2 Re u1 t τ+( ) u2
*

t( )⋅〈 〉( )⋅=

u1 t τ+( ) u2
*

t( )⋅〈 〉

Γ1 2, τ( ) Γ x1 y1 x, , 2 y2 τ, ,( ) u1 t τ+( ) u2
*

t( )⋅〈 〉= =

τ

Γ1 2, τ( ) Γ x1 y1 x, , 2 y2 τ, ,( ) Γ*
x2 y2 x1 y1 τ, , , ,( ) Γ2 1,

* τ( )= = =

x y,( )
sx sy,( )

Γ
Q

x y sx sy τ, , , ,( ) Γ1 2, x
sx

2
����+ y

sy

2
����+ x

sx

2
����– y

sy

2
����– τ, , , , 

 =

∆ω ω〈 〉

Γ1 2, τ( ) Γ1 2, 0( ) e
i ω〈 〉 τ⋅ ⋅–⋅≈

γ1 2, 0 γ1 2, 1< <

γ1 2, γ x1 y1 x, , 2 y2,( )
Γ1 2,

Γ1 1, Γ2 2,⋅
�����������������������������= =

κ x1 y1 x, , 2 y2,( )
Θ x1 y1 x, , 2 y2,( )

γ1 2, κ x1 y1 x, , 2 y2,( ) e
i Θ x1 y1 x, , 2 y2,( )⋅

⋅=

κ x1 y1 x, , 2 y2,( ) 1=

Θ x1 y1 x, , 2 y2,( ) φ x1 y1,( ) φ x2 y2,( )–=

Γ1 2, A x1 y1,( ) A x2 y2,( ) κ x1 y1 x, , 2 y2,( ) e
i Θ x1 y1 x, , 2 y2,( )⋅

⋅ ⋅⋅=
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2⋅ ⋅
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⋅∝

d z( )

d z( ) d0
2 θ2

z z0–( )2⋅+=

z0 d0
θ



?�G����5�
��
�����
���

��������
� DB

�� @?�GBA

�
��,�	$$������
����

���
��
�������

��(
�

���������

��5����
���
�
��������/'�
����
�/��
�

�
��
�����������
�
�'������
��

����#�
����0���
� �

'� @?�G?A


�
�
�����/��	��
�
�"�����
���
�
����'�
�������$�$���
�+������������/
�� ���
�����
����#$��
�����������
��������$��
�$
��������������
��3�
�!�����������/
�� ���
�����
��&���

��5����
'


�� ��������
����?�H��
������
��� ���


��
�� ���'� 
������$�������

��3�
������
�� @?�GKA���

@?�GBA�
����

'� @?�GDA

� @?�GCA

�
����&
��
�!+��)
��

��3��/�"�����
�������
�
�
��
�����

'� @?�GGA


����
�/�'�;
�)�
��
��

��"�����
����$
��
�����

��5����
����'�

������*/
������

����&
��
�!+���
)
����
��$�
)
���������"���������$
�
����
�)�� ������
�$�����������
���������.���
����
�����
�"#��
$
�)����������
�����&���

���
��
�����
�������������
�"���	��
�����$
�
��!��
<����)�
����
�����

��(�)����
����)
������
���$���

��5����
�
����$
��
�� ���
�

����&
��
�
�!+��)
�� ��������
�
�+
��
�
������
�

��5����
����
� �����
���������������&
�����
��

�
"�����
��&�������
����
�����
�
���

"��
����
��
���
���$$�
�� �
�
��$�7��� �
�
�3�*/
�� ���
� ��
�
�
�'����
������$��
�
���
)����
���
��
�����
� �����8$)
������

��3�
������
��@?�GKA'�@?�GBA���
�@?�GGA��	��
�

0��
� ���
�

�������$
��
�� �

��5����
���+�
�

����&
��
�!+��)
�� �

�����?�H� 6��$�
��
�� "�����
����$
��
�� @���)�A� ��
� ���$�
��
��,�	$$������
���� @�
����A
�
��

��������������
��
��3��/�"�����
�����
�5����
��
���

��������
�� ��

R z( ) z z0–
d0

2

θ2
����� 1

z z0–
�������������⋅+=

zR

zR

d0

θ
�����=

d z( ) θ z⋅=

R z( ) z=

�	�� ���	 ��� ��	 	��
�

�

�




�

	

�
��
�
�
��
�
��
�
�
�




�
��
��
��

�

���������������
�����
���
�������

�	�� ���	 ��� ��	 	��
�	��

���	

���

��	

	��
�
��
�
�
�
�




��
�
��


���
��

�

���������������
�����
���
�������

z0 0=

θ 4 λ⋅
π d0⋅
�������������=

d0 θ⋅

d0
θ z0

z d z( ) R z( )
λ

z0 d0 θ



D? ?���� ��
�������
����
������
������&���0��
����������

' @?�GHA

' @?�GLA

�� @?�G=A

3�
�������@?�G=A�������
��
������������
���#�
��)������
� ���
���
������� !�� I?>J�� 

�� ��&
��
�
�!+��)
�� �
�!�� ����� -��
�������� ���� 
��
$
�
�$
��������������
�����
����

� @?�G>A

��
�
��
$��
�������

����
�����
����

� @?�HKA

!���$$
��� �����
���� ?�L� !
���� 
�
� ������
���)
��� 

�� �
�

�� ���
��
� &�$� ���$�
��
�
������
� !��� 5����
�� �
�� �
�������

����

���
����$���&
��
�!+��)
���
���������

��5����
�
�BKK M'��	�����/
� ���
�����
��&���

��5����
�
� +��
� 

�� ��&
��
�!+��)
�� ��������
/����
&�$��
�$
��������������
�����
����
���$$��

8$�
�
�
���	�����
�"�����
���	����
��2���$�
$
������!��&
�

������
�'��
��

������
�����

�
���

��(
�

���
������
�'�

��
�
���������


����)��
�� �
���
�����
���
���$$��@&
���
��
��
���������� ?�H�?A����
�
������
�����
�
����
�
������

������
��
���$$����
�
�������

�� @?�HBA

�����
����?�=�!
����
�
���������)
���

�����
)��
�� ��������+��)
��� &�$� ��
���� ��
� 

�
�.���
������������������/
�� ���
�����
��!��
5����
� ���
��� ����� 
�
� ����
����
�
��
�� 

�
3��/�"�����
�� ;
+
���� 

�� ����
����
�
��
�
��'� 
�
� 
����� 
��
� ���)�-�
��
� ��� 

�� 5����

�
�&���
���
��+
�

�'���
�
���(
�
�)�������
%	�

���
�$
������
��"�����
��$���3��/��*��
$��
�� �$�����

�&
������ ���
���
��
��� +
��


���

z0
R z( )

1
4 λ R z( )⋅ ⋅
π d z( )2⋅
�������������������������� 

  2
+

��������������������������������������������–=

d0
d z( )

1
π d z( )2⋅

4 λ R z( )⋅ ⋅
�������������������������� 

 
2

+

������������������������������������������������=

θ d z( )
R z( )
����������� 

  2 4 λ⋅
π d z( )⋅
������������������ 

  2
+ θGeo

2 θDiff
2+= =

�����?�L� 3
�$
������� �������
�� ��
� �
��
������

����
�����
����$���&
��
�!+��)
��

� � � � � ��
���

���

���

���

���

���

�θ
�

����θ
�

�θ
�

�����θ
�

��
��
��
�
��
���
�
�
��
� 
�
�

�
�
�
!
��
"
�
�

���������������
�����
���
�������

θGeo
d z( )
R z( )
�����������=

θDiff
4 λ⋅

π d z( )⋅
������������������=

�����?�=� 0�)��
� ��������+��)
�� 
��
�
3��/�"�����
�� @
�����
!��
�A� ��
� 
��
�
���)�-�
��
�@�
������
��A��

� � � � � ��
����

���	

��	�

��
	

����

���	

��	�

��
	

ϑ���
�����

ϑ�����

ϑ���������
"
�
��
��
�
#


��
�
�
�!
��
"
�
��
��
�

���������������
�����
���
�������

ϑ r z,( ) 1
k
���

rd
d φ r z,( )⋅ r

R z( )
�����������= =



?�G����5�
��
�����
���

��������
� DD

��+���� '��
�����
�	

����+
��
�
��������
�5�������$�������
��
�
�(�)����
�����
��
��3��/�"�����
��$���
��
��
	��
�
�'����������
��0���
�

��%�
��+
��
� ��
������
��������
����?�>�&
�

��������
�
��
�$
����
���
��2���$$
�����
���
�
�
�&
�+
�

�
��3�*/
���

��
� ������������������$
�
�� @5����
�
����$
��
�� '� ��&
��
�!+��)
�� � ��

5����
����
 A����������������
�����
�
�0���
����
�
��
��$���

�� �����������$
�
���@ '
���
� A�+�
�������&
�)�	����

' @?�H?A

'� @?�HDA

� @?�HCA

��
�0��
�

����)����
��
��5����
���������
�������

�����
�
����
��%�
��
�
�
'�+
��������
�
��
�
�
�����
��
����
�5����
����

��%�
��
�
�
���
����%
��
��
$�)��&
���
�
�

��3��/�"������$��
�
����&
$�,�	$$������
����@
����
�/�� A��
���

�������
�
���)����
��
�5����
�&���

$
�
�$
������� �������
�� (�)��'� �
�� 
��
$� 
�&
���
�
�

�� 3��/�"������ $��� ������&
�� ,�	$�
$������
����
�����
���

��
�"�����
��
�������
�����

�����
�
����
��%�
��
�
�
�

��0���
�����
������&���

�����)
��
&
��
������

���
�
�����
��
����
��"�����
����'���
������������&���

��0��
�

����!����

��


��5����
��
������

��"�����
����$
��
�����

�����
�
����
��%�
��
�
�
�

��0���
��$$
��

� @?�HGA

�����?�>� (�)����
�����
��
��3��/�"�����
���"�����
������&������)��������
�����

f

zR2

f

θ2

2
�����

θ1

2
�����

zR1

z01
z02

∆f

d 1 d 2

d2 θ2
z02

d1
θ1 z01

d2

d1 f⋅

z01
f–( )2

zR1

2+
���������������������������������������=

θ2

θ1

f
����� z01

f–( )2
zR1

2+⋅=

z02
f

z01
f–( ) f

2⋅

z01
f–( )2

zR1

2+
����������������������������������+=

z01
f– 0<

df θ1 f⋅=



DC ?���� ��
�������
����
������
������&���0��
����������

��+�� � 
./�������/�
���� 
./0 	
����/"�� ����

�
��
�
� ��
��*����
��

��(�
����$���������������

������.���
��6��
�����$���
��
���$�&
��
��
����!�$�3��/�"����������
���
�
��(�)����
����)
������
�
�
�3��/��
�$��
��@�
���
���
�)�
�#$$
���
A� ��
� 
�
� 3��/�0���
��
�"�����
�� @�
�� ����������#$$
���
A�� ��
� (
�
���)����
�
����
���	��
�
�
�

' @?�HHA

� @?�HLA

��
�(
�
���)����
��
��
�
��������������
�)������
��
��3��/�(��)�����$���

$������$
��
�
���
�

���
�$��
����#��$
�� ���
� ��
!�
�����+
��
�

��0���
��
����#�

��$
� ���$�(����

��3��/��
�$��
�"�����
������
���������������&
�����
�����

���
�

�
����
��&�������
���
��)���
�����
�
�������

� @?�H=A

��
�
���

���
�

��+
�

���$�����
$
��
��$���5 ������
!�
�����+
��
�5 ������
!
����
�'

��
�����
�
������
�

�����#��$��
�����@�'$A'�
�
��
���
���
�)�#$$
���
������
�
���!���


��6�����
��
��

��(
�

�����.���

��#����������������'��
!�
�����+
��
�@�'�A'�
�
��
���������
����#$$
���
�
�
���!����

��6�����
��
��

��(
�

�������
���
���

���!�$����
������������
�
���$$�'�
�
�(��$�

��(
�
&
��
������&�������
����
���
�
��������

%
�

���

��#��
$
� ���
�&�������
��
�7�������$���#��
$
'� ���
���� ;


��)����
��
�"�����

�����
��
����
��
'�)����
��
�"��
����������

��%����$�

��
����
����������@��
�;


�������
��
)����
��
�"������
�����
��
����
��
'���)����
��
�"��
���������A����
�3�
������
��!���(�
�����
$�����
������@?�GK�����?�GCA���
�!���(�)����
�����@?�H?�����?�HGA�

��3��/�"�����
�����
�����
�	��3��/��
�$��
����
�
�
�3��/�0���
��
�"�����
���	����'�+
���$����
�	�)��������'�
����
�

"�������$
�����
����
�

����&
��
�!+��)
�� �$�1
���
����!�$�3��/�"�������$�
��
��&�$
��

����������������
��(�)����&
���*/
������
�� ��������	��
�
�3��/��
�$��
�"�����
��I>CJ�

���
� ' @?�H>A

���
� ' @?�LKA

�
!�
�����+
��
��	��
�
�3��/�0���
��
�"�����
��I>HJ�

'� @?�LBA

�� @?�L?A

���
���
!
����
�� �

�������$
��
����
� �

����&
��
�!+��)
��

��3��/�"�����
��
2�������$
������
��%
����
������

��"����������
������

��3��/��
�$��
�"�����
�����
�

$�
!�����
���
�
������$
�
��
����

�������
�
�
����
����$
�����
�� '� '�

�
��0��
��$
���$� '� ���+�
�
�
���&
��
�!+��)
�� '� ����.����
�#������������
�

���!�$���+���
)
��

�����������
���$����$��(	��
�
�3��/�0���
��
�"�����
���
���
��+�
��
�$�3��/�"�����

�
������$
�
�������5����
�
����$
��
�� '�5����
����
� ���
�

����&
��
�!+��)
�� ��

u x y z, ,( )
d0

d z( )
���������� e

4 x2 y2+( )⋅
d0 0, z( )2

����������������������������–

e

i k x2 y2+( )⋅ ⋅
2 R z( )⋅

����������������������������������–

Hm
8 x⋅

d0 0, z( )
����������������� 

  Hn
8 y⋅

d0 0, z( )
����������������� 

 ⋅ ⋅⋅ ⋅=

u r ϕ z, ,( )
d0

d z( )
���������� e

4 r⋅ 2

d0 0, z( )2
�������������������–

e

i k r2⋅ ⋅
2 R z( )⋅
������������������–

Lp l,
8 r⋅ 2

d0 0, z( )2
��������������������

 
 
 

l ϕ⋅( )cos⋅ ⋅ ⋅ ⋅=

d0 0, Hm …( ) Hn …( )
Lp l, …( )

u x y z, ,( ) u x z,( ) u y z,( )⋅=

dx d0 0, 2 m⋅ 1+⋅= dy d0 0, 2 n⋅ 1+⋅=

θx θ0 0, 2 m⋅ 1+⋅= θy θ0 0, 2 n⋅ 1+⋅=

d d0 0, 2 p l+⋅ 1+⋅=

θ θ0 0, 2 p l+⋅ 1+⋅=

d0 0, θ0 0,

d0 x, d0 y,
z0 x, z0 y, θx θy

d0 z0 θ



?�G����5�
��
�����
���

��������
� DG

��+�$ "
���/� 
./"�� ����

"��
��3��/�(��)����
�����
�)
��
�0*����
��

��(�
����$���������������

������.���
��6��
�
�������
�+
��
�������
��������)
��
�(��$��&�����!�

��(
�
&
��
�������
��

������������������
��
�6���
�
�
�������
����
&
��
������&�������������#$$
������
��"��
��3��/�(��)����
�����
�
�
�
��
�����

�� @?�LDA

����(
���
�
�)����	�
��
��
�(����
���������$��������$
�������
�
���
��+
�

��������
���
?�BK�!
����
�
�6������
�(
���
�

���	��"��
��3��/�(��)����
��&
�����


�
�� .���
��
�� ��

��
�6���
�

��&���"��
��3��/�"�����
��+
��
���$$
��9)�$��)�
:�0
�������
����
&
��
�����
�
�����'�
����
�/�'�
�
��
��$�
�"������
�����������
�����)�����
����$�
���2
����$�

��"�����
�
�
����
���!
��������
�'��
����&
��0
�������
����
�������+����
�

$� .���
��
�� ���$$��
�

,���
���
���
���

��6���
�
������
���$$
��$
���!�'�

$
�����
��
�
�&
���
��
��������
�
�(
���
�
�

�����
�
���
��
��9����


���
:�"����������
�

��
��'�
�
������������/
�� ���
������&�$
"�����!
����$��������)���
�0
����������
��
��
����
���!
�������

���
�'��
����&
��0
�������
����
�
�� ���+
��
��� �$�3�
�!����� � 
���������� 
���6���
�
� 
��
�� ��$��
�� ����
�
����
�
�
%�
�

���
�
���(
���
�
�

$����#���������������
�
������

�� .���
��
�� �)����

$�
$�/


��4�
������&���
��
��+
���
��!��
��
������
��%�
�

�������������

$������
���+
�

��

(	��

�������$
��
��

��6���
�

�� ���
�

��(
���
�

�&
��
�!+��)
�� �����'�+
���$��

�
�
�
�����
�
�!+
��
����$
��
�

����
���@��
�
�����������?�HA'������������)
���

�� .���
��
�
�� '�+��
�� �
�
�3�$$����)�������
!
����
��ILHJ��

'� @?�LCA

�� @?�LGA

�����?�BK� 6���
�

��@���)�A���
�(
���
�

��@�
����A��	��"��
��3��/�(��)����
��$���&
�����
�


�
$� .���
��
�� ��

E r( ) 2
2 r⋅
d0 0,
��������� 

  n
⋅– 

 exp=

n

��� ��� ��� ��� ��� ���
���

���

���

���

���

���
���������

��������	

����������

����������

����������

�
�
��

��
��
�
�	
�
�

��
�




�
��
�
��

����������������
��������

� � � 
 �
����

���


����

���

�
���������

��������	

����������

����������

����������
�
�
��

��
��
�
�	
�
�

��
�




�
��
�
��

������������� ��
���!��"������θ���

n

n

n ∞→
n

dn θn

n Γ …( )

dn d0 0, 2
1

41 n⁄
���������� Γ 4 n⁄( )

Γ 2 n⁄( )
������������������⋅ ⋅⋅=

θn θ0 0, 2
4

1 n⁄
n

2⋅
Γ 2 n⁄( )
��������������������⋅⋅=



DH ?���� ��
�������
����
������
������&���0��
����������

��+�( � 
./"�����/"�� ����

 ���3��/�"��
���"�������������

��5����
�
��
�3��/��*�$��
�0
�������
����
&
��
������@��
�
�!�

�
�
$�����������I=GJ'�I=HJ'�I=LJ'�IBKDJ'�IBKCJ'�IBKGJA�

' @?�LHA


�
�������
��

���������������
��������������
���'���
�
��
�
�
�������3��/��*�$��
�,����
�!�
�$�����

�&
��
������

'� @?�LLA

$���

$������&
����
��,����
�!
����$
��
�� ��(	��
�
�,����
�!���)�����

��3��/�"��
���
"�����
��������
�������
����
�
��������������

�� @?�L=A

�������!�����
�
��������������)����
��
��3��/�"�����
��������	��
�
������
������

��������
$
��
���

'� @?�L>A

��
��	��

��,�	$$������
����

���
�
��
����
������
����
�

'� @?�=KA

��+�
��	��
�
������
������

�������&
����
��,����
�!
����$
��
���

� @?�=BA

2���%
����
������

��������������
��
�������
��&���3��/�"��
���"�����
���
���
�'�+�
��
�$
)����
��
��3��/�"�����'�
�
������$
�
�������5����
�
����$
��
�� '�5����
����
� ���
�

�
��&
��
�!+��)
�� '�

���$�1
���
����!�$�3��/�"�������
�$�3��/�"��
���"�����������$�
��
�
&�$�1
���������&���5����
���!��,����
�!
����$
��
����������
��(�)����&
���*/
�������I=HJ�

�� @?�=?A

"��
����
��
���
���$$�
�� �
�
��$�7��� �
�
�3�*/
�� '� ���
� ��
�
�
�'����
�����
$�������

��3�
������
��@?�L>A�����@?�=?A��	��
�
�0��
���
�

�������$
��
��

��5����
'���+�



����&
��
�!+��)
��

'� @?�=DA

E r1( ) e

8 r1
2⋅

d0
2

��������������–

=

κ r1 r2,( ) e
2–

r1 r2–
Lc 0,
��������������� 

 
2

⋅
=

Lc 0,

Γ r1 r, 2 z,( ) e
4

r1
2

d z( )2
������������⋅–

e
4

r2
2

d z( )2
������������⋅–

e
2

r1 r2–
Lc z( )
��������������� 

 
2

⋅–

e

i k r1
2 r2

2–( )⋅ ⋅
2 R z( )⋅

�������������������������������������–

⋅ ⋅ ⋅=

d z( ) d0
2 θ2

z z0–( )2⋅+=

R z( ) z z0–
d0

2

θ2
����� 1

z z0–
�������������⋅+=

Lc z( ) Lc 0,
d z( )
d0
����������⋅=

d0 z0
θ

θ 4 λ⋅
π d0⋅
������������� 1

d0

Lc 0,
���������� 

 
2

+⋅=

z d z( ) R z( ) Lc z( )

z
R z( )

1
4 λ R z( )⋅ ⋅

π d z( )⋅
�������������������������� 

  2 1
d z( )
���������� 

  2 1
Lc z( )
������������� 

  2
+ 

 ⋅+

����������������������������������������������������������������������������������������������������–=



?�H����"����������
���$
��
�����.���
��(
�

� DL

'� @?�=CA

�� @?�=GA

�$�8��
�����

�!��

��3��/�"�����
��@��
�
�3�
�������@?�G=AA��
�!�������

����&
��
�!+��)
�
�
��

�������
���)����
��
��3��/�"��
���"�����
����$���-��
������������
�
�����
��
��!���$�
$
���

$��
�$
��������������
�����
��� '�
��
$��
�������

����
�����
��� ���
�
��
�
$�)����
�!��������
�����
���

�� @?�=HA

�����
����?�BB�!
����
�
���������)
���

��
�
�����
��
�&�$����$�
��
��������
�!���5����
��	�
!+
�����
�����

�����)����
��
�3��/�"��
���"�����
���(	�� ����
�)����
�!����

�
�������

����
�����
����$���&
��
�!+��)
���$$
����
�������/'��
����*/
�
�������&
����
�
,����
�!����
�@ A�����

��)����
�!�

����
����
���
�����
��
�
�)�
��
��� �����
�
��
�
�

��������������)����
��
��3��/�"�����
�����������'�
�����	�����/
� ���
�����
��&���

�
5����
�

����&
��
�!+��)
����������
/�����&�$��
�$
��������������
�����
����
���$$��+��

��
���$����	��
�
�+
��
�
�������������+


��
�
�%
�����������
�
�,����
�!
��
�������
��

�
(
�

��
��
�����
����
�
���

��1 "� ����������-�������� � !� ����'�����

��
�����������$
������
�%
����
����������.���
��(
�

��
�����
�
�(
�
&
��
�������$�)����
��
�
��3�
�!�������
�

��,����
�!���)������$������
���)����
��
�'�-����$�������$������
��(���

����

���!����������������
�
��������$$
��
�
���$
�����
����+
������

��
�����
��
�

�
5�������$�������
�
�!
�� ���!�
��
����
��	��&�
�
���+
�
��������
�����
���
�
�����
��
������
$
������
�%
����
������

��"����������
���������
��)�$$��

�������������
����$
��
�������

�����?�BB� 3
�$
������� �������
�'� �
�������

����
�� ��+�
� )����
�!�

����
�� ���
��� �$
��&
��
�!+��)
���	��!+
��&
�����


�
�3��/�"��
���"�����
��

d0
1

1

d z( )2
������������� 1

Lc z( )2
��������������� 1

d z( )2
�������������+

 
 
 

⋅ π
4 λ R z( )⋅ ⋅
�������������������������� 

  2
+

��������������������������������������������������������������������������������������������������������=

θ d z( )
R z( )
����������� 

  2 4 λ⋅
π d z( )⋅
������������������ 

  2 4 λ⋅
π Lc z( )⋅
�������������������� 

  2
+ + θGeo

2 θDiff
2 θKoh

2
+ += =

θGeo θDiff

θKoh
4 λ⋅

π Lc z( )⋅
��������������������=
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x
nθp〈 〉 1

2 P⋅
����������� x

n θp
u x( ) u

* θ( ) e
i k x θ⋅ ⋅ ⋅⋅ ⋅ ⋅ ⋅ xd θd

∞–

∞

∫
∞–

∞

∫⋅ c.c.+=

c.c. P

P u x( ) u
*

x( )⋅ xd

∞–

∞

∫ E x( ) xd

∞–

∞

∫= =

u θ( )

u θ( ) 1
λ
��� u x( ) e

i k x θ⋅ ⋅ ⋅⋅ xd

∞–

∞

∫⋅=

x〈 〉 θ〈 〉 0= =

x
nθp〈 〉 1

2 P⋅
����������� x

n θp 1
λ
��� Γ

Q
x s,( ) e

i k θ s⋅ ⋅ ⋅⋅ sd

∞–

∞

∫⋅ ⋅ ⋅ xd θd
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∞
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x ∞→ y ∞→

x
nθp〈 〉 1

2 P⋅
����������� i

k
�� 

  p
x

n
u x( )

x
p

p

∂
∂ u

*
x( )⋅ ⋅ xd
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x
n
y

mθx
pθy

q〈 〉 1
2 P⋅
����������� i

k
�� 

  p q+
x

n
y

m
u x y,( )

x
p

p

∂
∂

y
q

q

∂
∂ u

*
x y,( )⋅ ⋅ ⋅ xd yd
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����������� i
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�� 

  p
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p
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∂ Γ
Q

x s,( )
s 0=

⋅ xd
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x y sx sy, , ,( )
sx 0=

sy 0=
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x〈 〉 1
P
��� x E x( ) xd⋅

∞–

∞

∫⋅=

θ〈 〉 1
P
��� ϑ x( ) E x( ) xd⋅

∞–

∞

∫⋅=

ϑ x( )

ϑ x( ) 1
k
���

xd
d φ x( )⋅=

ϑ x( ) 1
k
���

s∂
∂ Θ
Q

x s,( )
s 0=

⋅=

p x〈 〉
θ〈 〉

=

p2 S p1⋅=

S

n m p q+ + + 1= n m p q, , , N∈

p

x〈 〉
y〈 〉
θx〈 〉

θy〈 〉

=

S
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n p+ 2= n p, N∈

x
2〈 〉 1

P
��� x

2
E x( ) xd⋅

∞–

∞

∫⋅=

x〈 〉 0=

d 4 x
2〈 〉⋅=

xθ〈 〉 1
P
��� x ϑ x( ) E x( ) xd⋅ ⋅

∞–

∞

∫⋅=

θ2〈 〉 1
P
��� E x( ) ϑ x( )2 xd

d E x( )

2 k E x( )⋅ ⋅
��������������������������

 
 
 
 

2

+
 
 
 
 

⋅ xd
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∞

∫⋅=

θ2〈 〉 1
P
��� E x( ) ϑ x( )2 xd

d E x( )
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P x
2〈 〉 xθ〈 〉

xθ〈 〉 θ2〈 〉
=

P2 S P1 ST⋅ ⋅=

S
z

P2
x

2〈 〉1 2 z xθ〈 〉1⋅ ⋅ z
2 θ2〈 〉1⋅+ + xθ〈 〉1 z θ2〈 〉1⋅+

xθ〈 〉1 z θ2〈 〉1⋅+ θ2〈 〉1

=

x
2〈 〉 z( )
xθ〈 〉 z( )

θ2〈 〉

x
2〈 〉 z( ) x

2〈 〉 2 z xθ〈 〉⋅ ⋅ z
2 θ2〈 〉⋅+ +=

zd
d x

2〈 〉 z( ) 0=

z0
xθ〈 〉
θ2〈 〉
�����������–=

d0 4 x
2〈 〉0⋅ 4 x

2〈 〉 xθ〈 〉2

θ2〈 〉
��������������–⋅= =

d z z0–( ) d0
2 θ2

z z0–( )2⋅+=

x
2〈 〉 z( ) xθ〈 〉 z( )⁄

x
2〈 〉 z z0–( )

xθ〈 〉 z z0–( )
������������������������������ z z0–

d0
2

θ2
����� 1

z z0–
�������������⋅+=
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x
2〈 〉 z( ) xθ〈 〉 z( )⁄

R z( ) x
2〈 〉 z( )

xθ〈 〉 z( )
�������������������=

x
2〈 〉 xθ〈 〉 θ2〈 〉 d0 θ z0

P

det P( ) x
2〈 〉 θ2〈 〉 xθ〈 〉2–⋅=

x
2〈 〉0 x

2〈 〉 z z0=( )=

det P( ) x
2〈 〉0 θ2〈 〉⋅=

P

det P( ) 1

4 k
2⋅

������������≥ det P0 0,,,,( )=

det P( )
det P0 0,,,,( ) M

2

M
2 det P( )

det P0 0,,,,( )
�����������������������=

M
2 π

4 λ⋅
���������� d0 θ⋅ ⋅=

M
2
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n m p q+ + + 2=
n m p q, , , N∈

P

P

x
2〈 〉 xy〈 〉 xθx〈 〉 xθy〈 〉

xy〈 〉 y
2〈 〉 yθx〈 〉 yθy〈 〉

xθx〈 〉 yθx〈 〉 θx
2〈 〉 θxθy〈 〉

xθy〈 〉 yθy〈 〉 θxθy〈 〉 θy
2〈 〉

=

S

W x
2〈 〉 xy〈 〉

xy〈 〉 y
2〈 〉

= M
xθx〈 〉 xθy〈 〉

yθx〈 〉 yθy〈 〉
= U

θx
2〈 〉 θxθy〈 〉

θxθy〈 〉 θy
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P

P
W M

MT U
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yy'
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ϕW
W

ϕW
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2
��� arctan

2 xy〈 〉⋅
x

2〈 〉 y
2〈 〉–

��������������������������� 
 ⋅=

dM dm

dM 4 x
2〈 〉 y

2〈 〉 x
2〈 〉 y

2〈 〉–( )
2

4 xy〈 〉2⋅++ +
2

�����������������������������������������������������������������������������������������������������⋅=
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dm 4 x
2〈 〉 y

2〈 〉 x
2〈 〉 y

2〈 〉–( )
2

4 xy〈 〉2⋅+–+
2

����������������������������������������������������������������������������������������������������⋅=

εW

dM

dm
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d
dM

2
dm

2+

2
������������������� 4 x

2〈 〉 y
2〈 〉+

2
���������������������������⋅= =

θx
2〈 〉 θy

2〈 〉 θxθy〈 〉 U
ϕU

ϕW
θM θm εU

θ

M
M

M

φp x y,( ) x
2

2 Rx⋅
������������� y

2

2 Ry⋅
������������� x y⋅

Rx y,
����������+ +=

Rx Ry Rx y,
xy〈 〉 0=

Rx
x
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Ry
y

2〈 〉
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Rx y,
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xθy〈 〉 yθx〈 〉+
����������������������������������=
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��� arctan
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2

Rx
1–

Ry
1–

Rx
1–

Ry
1––( )

2
4 Rx y,

2–⋅++ +

���������������������������������������������������������������������������������������������=

Rm
2

Rx
1–

Ry
1–

Rx
1–

Ry
1––( )

2
4 Rx y,

2–⋅+–+

���������������������������������������������������������������������������������������������=

t xθy〈 〉 yθx〈 〉–=

t M

z
xy〈 〉1 0=

W2

x
2〈 〉1 2 z xθx〈 〉1⋅ ⋅ z

2 θx
2〈 〉1⋅+ + z xθy〈 〉1 yθx〈 〉1+( )⋅ z

2 θxθy〈 〉1⋅+

z xθy〈 〉1 yθx〈 〉1+( )⋅ z
2 θxθy〈 〉1⋅+ y

2〈 〉1 2 z yθy〈 〉1⋅ ⋅ z
2 θy

2〈 〉1⋅+ +
=

M2

xθx〈 〉1 z θx
2〈 〉1⋅+ xθy〈 〉1 z θxθy〈 〉1⋅+

yθx〈 〉1 z θxθy〈 〉1⋅+ yθy〈 〉1 z θy
2〈 〉1⋅+

=

U2

θx
2〈 〉1 θxθy〈 〉1

θxθy〈 〉1 θy
2〈 〉1

=

xy〈 〉 z( )

z

ϕM 0≠
ϕW ϕU≠
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t

m n=
m n≠

PST

x
2〈 〉 0 xθ〈 〉 0

0 x
2〈 〉 0 xθ〈 〉

xθ〈 〉 0 θ2〈 〉 0

0 xθ〈 〉 0 θ2〈 〉

x
2〈 〉 I⋅ xθ〈 〉 I⋅

xθ〈 〉 I⋅ θ2〈 〉 I⋅
= =

PAST

x
2〈 〉 0 xθx〈 〉 0

0 y
2〈 〉 0 yθy〈 〉

xθx〈 〉 0 θx
2〈 〉 0

0 yθy〈 〉 0 θy
2〈 〉

=

dx z( ) dy z( ) ϕW z( )

dx z( ) 4 x
2〈 〉 z( )⋅=

dy z( ) 4 y
2〈 〉 z( )⋅=

ϕW z( ) 1
2
��� arctan

2 xy〈 〉 z( )⋅
x

2〈 〉 z( ) y
2〈 〉 z( )–

������������������������������������������ 
 ⋅=

dx z( ) d0 x,
2 θx

2
z z0 x,–( )2⋅+=

dy z( ) d0 y,
2 θy

2
z z0 y,–( )2⋅+=
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d0 x, d0 y, z0 x, z0 y, θx
θy

d0 x, d0 y, z0 x, z0 y, θx
θy ϕW

ϕU ϕM t

ϕM ϕU ϕW 0= = =
t 0=

d0 x, d0 y, z0 x, z0 y,
θx θy ϕ

dx z( ) dy z( )= z

x
2〈 〉 xθ〈 〉 θ2〈 〉 d0 θ z0

det P( ) sp W U⋅ M2–( )
sp …( )

det P( ) 1

4 k
2⋅

������������ 
  2

≥ sp W U⋅ M2–( ) 1

2 k
2⋅

������������≥

det P( ) sp W U⋅ M2–( )

Meff
2 2 k det P( )4⋅ ⋅=

a
2

a
2 2 k

2
sp W U⋅ M2–( ) Meff

2 2
–⋅ ⋅=

0 a
2 1

2
��� Meff

2 2 1–( )
2

⋅< <

Meff
2

a
2

Meff
2

M
2

2 k x
2〈 〉 θ2〈 〉 xθ〈 〉2

–⋅⋅ ⋅ π
4 λ⋅
���������� d0 θ⋅ ⋅= = =
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a
2 0=

Meff
2

Mx
2

My
2⋅=

a
2 1

2
��� Mx

2
My

2
–( )

2
⋅=

Mx
2

My
2

Mx
2

2 k x
2〈 〉 θx

2〈 〉 xθx〈 〉2
–⋅⋅ ⋅ π

4 λ⋅
���������� d0 x, θx⋅ ⋅= =

My
2 2 k y

2〈 〉 θy
2〈 〉 yθy〈 〉2–⋅⋅ ⋅ π

4 λ⋅
���������� d0 y, θy⋅ ⋅= =

x
n
y

m〈 〉 1
P
��� x x〈 〉–( )n

y y〈 〉–( )m
E x y,( )⋅ ⋅ xd yd

∞–

∞

∫
∞–

∞

∫⋅= n m+ 2=

x
2〈 〉 y

2〈 〉
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n m 11= = ηo 2=
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n m 11= = ηB 3=PL x( )
PKE x( )

n m 11= = ηB 3= ηo 2=
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σabs E[ ]
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Nout

P ∆x ∆y  Ei j,

j uy=

j oy=

∑
i ux=

i ox=

∑ Nin E⋅ 0–
 
 
 
 

⋅⋅=

x〈 〉 ∆x
2 ∆y⋅
P

��������������������  i i〈 〉–( ) Ei j,⋅
j uy=

j oy=

∑
i ux=

i ox=

∑ Nin iQ E0⋅ ⋅–
 
 
 
 

⋅=

dx 4
∆x

3 ∆y⋅
P

��������������������  i i〈 〉–( )2
Ei j,⋅

j uy=

j oy=

∑
i ux=

i ox=

∑ Nin δx
2 nin x,

2
1–( )

12
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 
 
 

E0⋅ ⋅–
 
 
 
 

⋅⋅=

xy〈 〉 ∆x
2 ∆y

2⋅
P

����������������������  i i〈 〉–( ) j j〈 〉–( ) Ei j,⋅ ⋅
j uy=

j oy=

∑
i ux=

i ox=

∑ Nin δx δy E0⋅ ⋅ ⋅–
 
 
 
 

⋅=

δx iQ i〈 〉–= δy jQ j〈 〉–=

δx 0= δy 0= nin x,
2

1–( ) nin x,
2≈ nin y,

2
1–( ) nin y,

2≈

σ P[ ]
P

������������ NEP
P
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1

Nin
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Nout
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σ x〈 〉[ ]
dx
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P

������������ 1
12 Nin⋅
������������������⋅ ⋅=

σ dx[ ]
dx

�������������� 2 γ2 NEP
P

������������ 1
5 Nin⋅
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9 Nout⋅
������������������+⋅ ⋅ ⋅=

σ xy〈 〉[ ]
x

2〈 〉
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3
��� γ2 NEP

P
������������⋅ ⋅=

NEP ∆x ∆y Nin σabs E[ ]⋅ ⋅ ⋅=
NEP P⁄
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2〈 〉 y

2〈 〉 xy〈 〉

Nout ∞→

σ ϕ[ ]
σ xy〈 〉[ ]2

x
2〈 〉 y

2〈 〉–( )
2

σ x
2〈 〉[ ]

2
σ y

2〈 〉[ ]
2

+( ) xy〈 〉2⋅+⋅

x
2〈 〉 y

2〈 〉–( )
2

4 xy〈 〉2⋅+
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M
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P2 S P1 S
T⋅ ⋅=

Meff
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2 k det P( )4⋅ ⋅=

a
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2 2 k

2
sp W U⋅ M2–( ) Meff

2 2
–⋅ ⋅=

Meff
2

1≥

0 a
2 1
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��� Meff

2 2 1–( )
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⋅< <

S

x
2〈 〉 z( ) x

2〈 〉 2 z xθx〈 〉⋅ ⋅ z
2 θx

2〈 〉⋅+ +=

xy〈 〉 z( ) xy〈 〉 z xθy〈 〉 yθx〈 〉+( )⋅ z
2 θxθy〈 〉⋅+ +=

y
2〈 〉 z( ) y

2〈 〉 2 z yθy〈 〉⋅ ⋅ z
2 θy
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2 θx
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2
z z0 y,–( )2⋅+=

d0 x, d0 y, z0 x, z0 y, θx
θy

Mx
2 π

4 λ⋅
���������� d0 x, θx⋅ ⋅=

My
2 π

4 λ⋅
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d0 x, d0 y, z0 x, z0 y, θx θy
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ϕU ϕM t

ϕM ϕU ϕW 0= = =
t 0=

d0 x, d0 y, z0 x, z0 y,
θx θy ϕ
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2〈 〉0 0 0
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2
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0 x
2〈 〉0

t
2
���– 0

0
t
2
���– θx

2〈 〉 0
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2
��� 0 0 θx

2〈 〉

=

Meff
2 2 k x

2〈 〉0 θx
2〈 〉⋅ 1

4
��� t

2⋅ 
 –⋅ ⋅=

a
2 2 k

2
t
2⋅ ⋅=

a
2 1

2
��� Meff LDV,

2 2
k

2
t
2⋅– 1–( )

2
⋅<

Meff LDV,
2

Meff LDV,
2 2 k x

2〈 〉0 θx
2〈 〉⋅⋅ ⋅=

t
1
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2
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2 π⋅

Meff LDV,
2

2= t 0=
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1. Die Problematik des Twists war im Frühjahr 1997 noch nicht evident und wurde nicht untersucht. 
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Taillendurchmesser C�GH�$$ BG�B�$$ BB�?�$$ DK�M

Taillenlage �B�BH�$ �D�H?�$ ��?�L=�$ BG�M

Divergenzwinkel B�HL�$��
 =�H?�$��
 ?�>B�$��
 =L�M

Rayleigh-Länge K�GD�$ L�=L�$ G�GL�$ CH�M

Beugungsmaßzahl B�GC ?�>? ?�KL ??�M
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ηB 3= ηo 2=
γ 2.5=
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Taillendurchmesser BK�=�$$�^�B�K�M G�?�M >�H?�$$�^�D�H�M DD�M

Taillenlage �D�GB�$�^�B�H�M C�K�M �D�B>�$�^�G�L�M D�=�M

Divergenzwinkel ?�DG�$��
�^�B�D�M G�?�M ?�C=�$��
�^�D�G�M DD�M

Rayleigh-Länge C�H?�$�^�B�L�M BK�C�M D�=L�$�^�C�BM HH�M
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Taillendurchmesser DDK�\$�^�G�?�M D?L�\$�^�B�?�M L�D�M

Taillenlage B>G�$$�^�C�B�M B>C�C�$$�^�B�H�M B�C�M

Divergenzwinkel L?�C�$��
�^�?�D�M LL�H�$��
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Rayleigh-Länge C�GH�$$�^�G�L�M C�??�$$�^�B�H�M BC�H�M
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1. Der Leistungsbeschnitt stellt nach Ansicht des Autors die relevantere Größe gegenüber dem Durchmes-
ser der Blenden dar. Dies führt in der Modellierung auf Blendendurchmesser von 1.53 mm, 1.27 mm 
und 1.05 mm. Dass dann Modell und Experiment möglicherweise etwas voneinander abweichen, 
betrifft nicht die Kernaussagen dieses Abschnittes. 
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x
2〈 〉 θ2〈 〉⋅

Ux UE
E ϑx

E UE∝

ϑx
1

∆z fkal⋅
������������������

Ux

UE
�������⋅=

∆z fkal

Uxi j, UEi j,
E xi yj,( ) ϑ xi yj,( )

Ux0 UE0 σ Uxi j,[ ] σ UEi j,[ ]
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1. Alternativ kann die Ableitung der Leistungsdichte mit vier Stützstellen berechnet werden. Dies redu-
ziert zwar das Rauschen, führt bei schnellen Anstiegen wegen des schlechten Samplings im Allgemei-
nen aber zu einer stärkeren Verschmierung der Signale. 

σ UE[ ]2 σabs UE[ ]2
UE

2 σrel UE[ ]2⋅+=

σ Ux[ ]2 σabs Ux[ ]2
Ux

2 σrel Ux[ ]2⋅+=

UE E

Ux UE Nout

E0

σabs E[ ]

Nout

�������������������=

Ux0

σabs Ux[ ]

Nout

����������������������=

xθ〈 〉 ∆x
2 ∆y⋅

P ∆z fkal⋅ ⋅
��������������������������  i i〈 〉–( ) Uxi j, Ux0–( )⋅

j uy=

j oy=

∑
i ux=

i ox=

∑⋅=

x∂
∂ E x y,( )

Ei 1+ j, Ei 1– j,–

2 ∆x⋅
�������������������������������������

∆Ei j,
2 ∆x⋅
��������������= =

∆Ei j, Ei j,
∆Ei j,

σ ∆Ei j,[ ] 2 σ Ei j,[ ]⋅=

θ2〈 〉 ∆x ∆y⋅
P

�����������������

 
1

∆z fkal⋅
������������������ 

  2 Uxi j, Ux0–( )2

Ei j, E0–
���������������������������������⋅ 1

4 k ∆x⋅ ⋅
��������������������� 

  2 ∆Ei j,
2

Ei j, E0–
�������������������� .⋅+

j uy=

j oy=

∑
i ux=

i ox=

∑×

=
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∆Ei j, Uxi j, σ ∆Ei j,[ ]
σ Uxi j,[ ]

δx 0= δy 0=

σ xθ〈 〉[ ]
∆x

2 ∆y Nin σabs Ux[ ]⋅ ⋅ ⋅
P ∆z fkal⋅ ⋅
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1
Nin
�������� 1

Nout
����������+ 

  δx
2⋅

nin x,
2 1–

12 Nin⋅
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σrel Ux[ ] ∆z fkal⋅ ⋅
σabs Ux[ ] Nin⋅

�������������������������������������������� 
  2

 i i〈 〉–( ) ϑi j, Ei j,⋅ ⋅( )2

j uy=

j oy=

∑
i ux=

i ox=

∑⋅+ +×

=

σ θ2〈 〉[ ] ∆x ∆y⋅
P

����������������� σabs E[ ]2  ϑi j,
2 1

4 k ∆x⋅ ⋅
��������������������� 

  2 ∆Ei j,
Ei j,
������������ 

  2
⋅+ 

  2

j uy=

j oy=

∑
i ux=

i ox=

∑⋅

σrel E[ ]2  Ei j, ϑi j,
2⋅ 1

4 k ∆x⋅ ⋅
��������������������� 

  2 ∆Ei j,
2

Ei j,
������������⋅+

 
 
 

2

j uy=

j oy=

∑
i ux=

i ox=

∑⋅

σabs E[ ]2

Nout
���������������������  ϑi j,

2 1
4 k ∆x⋅ ⋅
��������������������� 

  2 ∆Ei j,
Ei j,
������������ 

 
2

⋅+

j uy=

j oy=

∑
i ux=

i ox=

∑
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 
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  2

⋅

2
σabs Ux[ ]
∆z fkal⋅
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  2 1
Nout
����������  ϑi j,

j uy=

j oy=

∑
i ux=

i ox=

∑
 
 
 
  2

⋅ ⋅ ⋅

 4 σrel Ux[ ]2
Ei j,

2 ϑi j,
4⋅ ⋅ ⋅ 4

σabs Ux[ ]
∆z fkal⋅
���������������������� 

 
2

ϑi j,
2⋅ ⋅ 2

Ei j,
2

��������
σabs Ux[ ]
∆z fkal⋅
���������������������� 

 
4

⋅+ +

j uy=

j oy=

∑
i ux=

i ox=

∑
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4 k ∆x⋅ ⋅
��������������������� 

  4
 σrel E[ ]2 ∆Ei j,

2⋅ σabs E[ ]2 ∆Ei j,
Ei j,
������������ 

  2
⋅

σabs E[ ]4

Ei j,
2

���������������������+ +

j uy=

j oy=

∑
i ux=

i ox=

∑⋅ ⋅
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+
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2 ∆Ei j, Uxi j,

ϑ x y,( ) 0=
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θ2〈 〉〈 〉mess
∆x ∆y⋅

P
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1

∆z fkal⋅
������������������ 

  2 Uxi j,
2 σ Uxi j,[ ]2+

Ei j,
����������������������������������������⋅ 1

4 k ∆x⋅ ⋅
��������������������� 

  2 ∆Ei j,
2 σ ∆Ei j,[ ]2+

Ei j,
�������������������������������������������⋅+

j uy=

j oy=

∑
i ux=

i ox=

∑×

=

δ θ2〈 〉 θ2〈 〉〈 〉mess θ2〈 〉strahl–=

δ θ2〈 〉 ∆x ∆y⋅
P
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 Ei j, σrel Ux[ ]2 ϑi j,
2⋅ 2

1
4 k ∆x⋅ ⋅
��������������������� 

  2
σrel E[ ]2⋅ ⋅+ 

 ⋅

 
1

Ei j,
��������

σabs Ux[ ]
∆z fkal⋅
���������������������� 

 
2

2
1

4 k ∆x⋅ ⋅
��������������������� 

  2
σabs E[ ]2⋅ ⋅+ 

 ⋅
j uy=

j oy=

∑
i ux=

i ox=

∑+

j uy=

j oy=

∑
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x〈 〉 x f x( ) xd⋅
∞–

∞

∫=

f x( ) x f x( )

f x( ) x 1=d

∞–

∞

∫

x

σ x[ ] x
2〈 〉 x x〈 〉–( )2

f x( ) xd⋅
∞–

∞

∫= =

xi n

x〈 〉 xi pi⋅
i 1=

n

∑=

σ x[ ] xi x〈 〉–( )2
pi⋅

i 1=

n

∑=

pi xi
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pi
i 1=

n

∑ 1=

x〈 〉
σ x[ ] x1…xn( ) n

x〈 〉 1
n
��� xi

i 1=

n

∑⋅=

σ x[ ] 1
n 1–
������������ xi x〈 〉–( )2

i 1=

n

∑⋅=

f x( ) 1

σ x[ ] 2 π⋅⋅
������������������������������� x x〈 〉–( )2

2 σ x[ ]2⋅
������������������������–

 
 
 

exp⋅=

x〈 〉 σ x[ ]

xQ x
x〈 〉 σ x[ ]

f xQ( ) 1

2 σ x[ ] 2 π xQ⋅ ⋅⋅ ⋅
��������������������������������������������� xQ x〈 〉–( )

2

2 σ x[ ]2⋅
����������������������������–

 
 
 

exp
xQ x〈 〉+( )

2

2 σ x[ ]2⋅
����������������������������–

 
 
 

exp+
 
 
 

⋅=
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x〈 〉 σ x[ ]

x〈 〉 σ x[ ]

xQ〈 〉 x〈 〉2 σ x[ ]2+=

σ xQ[ ] 4 x〈 〉2 σ x[ ]2⋅ ⋅ 2 σ x[ ]4⋅+=

x〈 〉 σ x[ ]»

xQ〈 〉 x〈 〉2≈

σ xQ[ ] 2 x〈 〉 σ x[ ]⋅ ⋅≈



��B����3���
���
� ��D

����$ '������������ ��
�	

����$�� 0��� ���'������������ ��
�	

 ���
�� �
��
�(��)�����&��� �����������
�'����$��&
��
���
��2������&������
��
$���

��;
+
����
��"���
��
��+
������� ���
��������

'� @��BGA

)����
�
����+��)����
��
��)�
��
��1
���

�����

��2������&������
�����
���
�����
�
�"�
�����


��(��)����� ��
���
���+
�

�'���
�
�
�"���
��
��+
������� ������
�
�
��
�����

'� @��BHA

+��
������
�3�
����������	�����������������
��6��
�����&
�+
�

��+
�

��)���'�������
������

�� @��BLA

����!�$�%
����
��
�
�(��)����� �
��
�"�$$
�&��� �����������
��2������&������
�
�� �

'� @��B=A


��������
�
�8�����
��
���&��� ��
�
�
��
�����

�� @��B>A

�������������
��
)���	��
�
�8�����
��
���

������
�+
����&��� �����������
��2������&������
�
$�����
���
��"���
��
��+
������� �

�� @��?KA

�������
������$����	�����
�)�
�&���2������&������
�'�
����
�/��

� @��?BA


�
��
����&
�"���
��
��+
�������

�� @��??A

q f x1…xn( )= n xi
σ xi[ ]

σ xi[ ] xi«

q σ q[ ]

σ q[ ]
xi∂

∂q σ xi[ ]⋅ 
 

2

i 1=

n

∑=

xi∂
∂q σ xi[ ]⋅ q«

q f x1…xn( )= n
xi

q ci xi⋅
i 1=

n

∑=

q

σ q[ ] ci σ xi[ ]⋅( )2

i 1=

n

∑=

n
σ x[ ]

σ x〈 〉[ ] σ x[ ]
n

�����������=

q c

xi
i 1=

n

∏

yj
j 1=

m

∏
���������������������⋅=

σ q[ ]
q

�����������
σ xi[ ]

xi
������������ 

 
2

i 1=

n

∑
σ yj[ ]

yj
������������ 

 
2

j 1=

m

∑+=
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x1…xn( )

q
q

σ q[ ]
xi∂

∂q σ⋅ xi[ ]
i 1=

n

∑=

n

q ci xi
2⋅

i 1=

n

∑=

xi
2

σ q[ ]

σ q[ ] ci σ xi
2[ ]⋅( )

2

i 1=

n

∑=

σ q[ ]

σ q[ ] 4 ci
2

xi
2 σ xi[ ]2⋅ ⋅ ⋅

i 1=

n

∑ 2 ci
2 σ xi[ ]4⋅ ⋅

i 1=

n

∑+=

q

q〈 〉 ci xi
2⋅

i 1=

n

∑ ci σ xi[ ]2⋅
i 1=

n

∑+=

xi σ xi[ ]»

P x〈 〉
dx ϕ

x
2〈 〉 y
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∑
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2〈 〉0 θ2〈 〉 z z0–( )2⋅+=

x
2〈 〉0 θ2〈 〉 z0

d0 θ
z0

x
2〈 〉 i x

2〈 〉0 θ2〈 〉 zi z0–( )2⋅+( )–( )2

i
∑ min≡

x
2〈 〉0∂

∂ x
2〈 〉 i x

2〈 〉0 θ2〈 〉 zi z0–( )2⋅+( )–( )2

i
∑ 0=

θ2〈 〉∂
∂ x

2〈 〉 i x
2〈 〉0 θ2〈 〉 zi z0–( )2⋅+( )–( )2

i
∑ 0=

z0∂
∂ x

2〈 〉 i x
2〈 〉0 θ2〈 〉 zi z0–( )2⋅+( )–( )2

i
∑ 0=

zi
2

i
∑– 2 z0 zi

i
∑⋅ ⋅ n z0

2⋅–+ 
  θ2〈 〉⋅ x

2〈 〉 i
i

∑ n x
2〈 〉0⋅–+ 0=

zi
4

i
∑– 4 z0 zi

3

i
∑⋅ ⋅ 6 z0

2
zi

2

i
∑⋅ ⋅– 4 z0

3
zi

i
∑⋅ ⋅ n z0

4⋅–+ + 
  θ2〈 〉⋅

zi
2

x
2〈 〉⋅ i

i
∑ 2 z0 zi x

2〈 〉⋅ i
i

∑⋅ ⋅– z0
2

x
2〈 〉 i

i
∑⋅ x

2〈 〉0 zi
2

i
∑⋅

x
2〈 〉0 z0 zi

i
∑⋅ ⋅ n x

2〈 〉0 z⋅ 0
2⋅–

+ +

+

+

0=

zi
3

i
∑– 3 z0 zi

2

i
∑⋅ ⋅ 3 z0

2
zi

i
∑⋅ ⋅– n z0

3⋅+ + 
  θ2〈 〉⋅

zi x
2〈 〉 i⋅

i
∑ z0 x

2〈 〉 i
i

∑⋅ 
 – x

2〈 〉0 zi
i

∑⋅ 
 – n x

2〈 〉0 z⋅ 0⋅+ + 0=

x
2〈 〉0 θ2〈 〉 z0



��D�������+
������&���������������$
�����
� ��BD

' @��=BA

' @��=?A

@��=DA

(	��
�
��
��
������

��8�����
��
��
���$�����
�

������������+��
�

��$
���
���������	�������
�
�(����
��
���#$$
������
������
�����

���
�����)�
��$�
�
�5����
��
������
�'�+����
��

�
�
������

��������������
��
�������
��������
��6��
������
�����
������
��������
������
�����
�����

'� @��=CA

��
�$���
������$���3�
�������@��=CA�����

��6��$����
������
��@��=BA�����@��=DA�

'� @��=GA

'� @��=HA

�� @��=LA

��$�� -���
������������������"�� ������ 	 ������ � �����

��$���� , ������
���������

����

�����
��
��6��
�����!���(
��
����������!����@3�
�������@��BHAA��������	��
�
�8�����
��
�
���

��1�����!����

��5����
�

x
2〈 〉0

2 θ2〈 〉 z0 zi
i

∑⋅ ⋅ ⋅ x
2〈 〉 i

i
∑ θ2〈 〉 zi

2

i
∑⋅– n θ2〈 〉 z0

2⋅⋅–+

n
���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������=

θ2〈 〉
n zi x

2〈 〉⋅ i
i

∑⋅ zi
i

∑ x
2〈 〉 i

i
∑⋅–

n zi
3

i
∑⋅ 2 n z⋅ 0 zi

2

i
∑⋅ ⋅– zi

2

i
∑ zi

i
∑⋅– 2 z0 zi

i
∑ 

  2
⋅ ⋅+

������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������=

z0 zi
i

∑ zi
4

i
∑⋅ zi

3

i
∑ zi

2

i
∑⋅– 

  x
2〈 〉 i

i
∑⋅ zi

2

i
∑ 

  2
n zi

4

i
∑⋅– 

 + zi x
2〈 〉⋅ i

i
∑⋅

n zi
3

i
∑ zi

2

i
∑ zi

i
∑⋅–⋅ 

  zi
2

x
2〈 〉⋅ i

i
∑⋅+ 2 zi

2

i
∑ 

  2
zi

i
∑ zi

3

i
∑⋅ 

 – 
  x

2〈 〉 i
i

∑⋅

n zi
3

i
∑ zi

2

i
∑ zi

i
∑⋅–⋅ 

  zi x
2〈 〉 i⋅

i
∑⋅ zi

i
∑ 

  2
n zi

2

i
∑– 

  zi
2

x
2〈 〉 i

i
∑⋅+ +

⋅–⁄

=

z0 0=

zi
3

i
∑ zi

i
∑ 0= =

x
2〈 〉0

zi
4

i
∑ x

2〈 〉 i
i

∑⋅ zi
2

x
2〈 〉 i⋅

i
∑ zi

2

i
∑⋅–

n zi
4

i
∑⋅ zi

2

i
∑ 

  2
–

��������������������������������������������������������������������������������������������=

θ2〈 〉
n zi

2
x

2〈 〉 i⋅
i

∑⋅ x
2〈 〉 i

i
∑ zi

2

i
∑⋅–

n zi
4

i
∑⋅ zi

2

i
∑ 

  2
–

����������������������������������������������������������������������������������=

z0

n zi
4

i
∑⋅ zi

2

i
∑ 

  2
– 

  zi x
2〈 〉 i⋅

i
∑⋅

2 x
2〈 〉 i

i
∑ zi

2

i
∑⋅ n zi

2
x

2〈 〉 i⋅
i

∑⋅– 
  zi

2

i
∑⋅ ⋅

�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������=



��BC ������������(
��
����������!���

' @��==A


��
������
��
�
������
��
����
�����������

��1�����!� �

�� @��=>A

%
��1
�+
�
�����
)����&
���
���

��!������+
������&���0
�������
����
&
��
�����
��)���
������
��6��
�����
�
��
����&
�8�����
��
���

��1�����!�����)�����������
��$$
��+
�

��

�� @��>KA

����

��3�
������
��@��==A�����@��>KA�
������$�����$����	��
�
��������
�8�����
��
���

��1��
����!����

��5����
�

@��>BA

�
����
���$���
�
��
����&
�8�����
��
���

��"�����
����$
��
���

' @��>?A

���
������$���$���@��DKA���
�@��G>A��	��
�
��
����&
�8�����
��
���

��5����
�
����$
��
���

@��>DA

��$���� 2�5��	���4�����

(	��
�
�8�����
��
���

��1�����!�

��(
���
�
�
�������
����
������

σ x
2〈 〉0[ ]

x
2〈 〉 i∂

∂ x
2〈 〉0 σ x

2〈 〉 i[ ]⋅
 
 
  2

i
∑=

x
2〈 〉 i

x
2〈 〉 i∂

∂ x
2〈 〉0

zi
4

i
∑ zi

2
zi

2

i
∑⋅–

n zi
4

i
∑⋅ zi

2

i
∑ 

  2
–

������������������������������������������������=

σ x
2〈 〉[ ]rel

σ x
2〈 〉 i[ ]

x
2〈 〉 i

��������������������� const= =

σ x
2〈 〉0[ ] σ x

2〈 〉[ ]rel

zi
2

i
∑ 

  2
zi

4
x

2〈 〉 i
2

⋅
i

∑⋅ 2 zi
4

i
∑ zi

2

i
∑ zi

2
x

2〈 〉 i
2

⋅
i

∑⋅ ⋅ ⋅– zi
4

i
∑ 

  2
x

2〈 〉 i
2

i
∑⋅+

n zi
4

i
∑⋅ zi

2

i
∑ 

  2
– 

  2
�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������×

=

σ d[ ]rel

σ di[ ]
di

�������������
1
2
���

σ x
2〈 〉 i[ ]

x
2〈 〉 i

���������������������⋅ 1
2
��� σ x

2〈 〉[ ]rel⋅= = =

σ d0[ ]
d0

��������������
σ d[ ]rel

d0
2

�����������������

zi
2

i
∑ 

  2
zi

4
di

4⋅
i

∑⋅ 2 zi
4

i
∑ zi

2

i
∑ zi

2
di

4⋅
i

∑⋅ ⋅ ⋅– zi
4

i
∑ 

  2
di

4

i
∑⋅+

n zi
4

i
∑⋅ zi

2

i
∑ 

  2
– 

  2
������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������×

=



��D�������+
������&���������������$
�����
� ��BG

' @��>CA

+��
��
�
������
��
����
�����������

��1�����!� ��
�
�
������
�����

� @��>GA

����@��>KA�
������$�������@��>CA���
�@��>GA���$���

@��>HA

"����
/�����
������������	��
�
��
����&
�8�����
��
���

����&
��
�!+��)
�������@��DKA'�@��G>A'
@��>?A���
�@��>HA�

@��>LA

��$���$ , ������ 	�

2��
�!������
�
�8�����
��
����
��

��%
���$$����

��5����
����
�!���
������
�����
�����������
3�
�������@��BHA�

�� @��>=A

���
�������

@��>>A

1
�������������$���
�����
��
�
�3�
�������@��=CA�
�
����
��
����
�)������
��5
�$�&��� '
����������@��>KA'�@��>=A���
�@��>>A��	��
�
��������
�8�����
��
���

��5����
����
�

σ θ2〈 〉[ ]
x

2〈 〉 i∂
∂ θ2〈 〉 σ x

2〈 〉 i[ ]⋅ 
  2

i
∑=

x
2〈 〉 i

x
2〈 〉 i∂

∂ θ2〈 〉
n zi

2⋅ zi
2

i
∑–

n zi
4

i
∑⋅ zi

2

i
∑ 

  2
–

������������������������������������������������=

σ θ2〈 〉[ ] σ x
2〈 〉[ ]rel

n2 zi
4

x
2〈 〉 i

2
⋅

i
∑⋅ 2 n zi

2

i
∑ zi

2
x

2〈 〉 i
2

⋅
i

∑⋅ ⋅ ⋅– zi
2

i
∑ 

  2
x

2〈 〉 i
2

i
∑⋅+

n zi
4

i
∑⋅ zi

2

i
∑ 

  2
– 

  2
���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������×

=

σ θ[ ]
θ

�����������
σ d[ ]rel

θ2
�����������������

n2 zi
4

di
4⋅

i
∑⋅ 2 n zi

2

i
∑ zi

2
di

4⋅
i

∑⋅ ⋅ ⋅– zi
2

i
∑ 

  2
di

4

i
∑⋅+

n zi
4

i
∑⋅ zi

2

i
∑ 

  2
– 

  2
����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������⋅=

σ z0[ ]
x

2〈 〉 i∂

∂z0 σ x
2〈 〉 i[ ]⋅

 
 
  2

i
∑=

x
2〈 〉 i∂

∂z0

n zi
4

i
∑⋅ zi

2

i
∑ 

  2
–

2 zi
2

i
∑ zi

2

i
∑ x

2〈 〉 i
i

∑⋅ n zi
2

x
2〈 〉 i⋅

i
∑⋅– 

  2
⋅⋅

�������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

zi zi
2

i
∑ x

2〈 〉 i
i

∑⋅ n zi
2

x
2〈 〉 i⋅

i
∑⋅– 

 ⋅ zi x
2〈 〉 i⋅

i
∑ zi

2

i
∑ n zi

2⋅– 
 ⋅– 

 ×

=

zi



��BH ������������(
��
����������!���

�� @��BKKA

��
�8�����
��
���

��5����
����
���������&���
�+
��
�����
�
���#�
����0���
�!���
!�
�
�

@��BKBA

���� ���
�!
��&���@��DKA'�@��>?A���
�@��BKBA����@��BKKA�
������
����
�
����$�
��
�8�����
��
�
���

��5����
����
�

�� @��BK?A

��( �3>2/,� ������ �����5���"�� ��� � ������

��
�%
���$$����

��"�����������������
��
�������
��$�����������
��
$�)	��������
�!
���
�
�������)���
�����
�	����+
�

�'��$��������
/
�
�
�
��
$
��
�
��"�����
��
�������
������

�
�����������
!�
�����+
��
�

��%
���
��������)���!����������$�
�
���%��
 ��D�!
����
�
��
��
$
������
��1
���������
��	��

��+������
��(����

�������
����
��
��"����������
�$���
��
��0���
��

��
� ������������������$
�
�� @5����
�
����$
��
�� '� ��&
��
�!+��)
�� � ��
� 5����
��
���
 A������

�������
�������
�
��
��$���

�� �����������$
�
���@ '� ���
� A�+�

������&
�)�	����

�������D� (�)����
�����
��
��0��
�������
���"�����
������&������)��������
�����

σ z0[ ] σ x
2〈 〉[ ]rel

1
4
���

n zi
4

i
∑⋅ zi

2

i
∑ 

  2
– 

  2
zi

2
x

2〈 〉 i
2

⋅
i

∑⋅

zi
2

i
∑ 

  2
zi

2

i
∑ x

2〈 〉 i
i

∑⋅ n zi
2

x
2〈 〉⋅ i

i
∑⋅– 

  2
⋅

��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������⋅⋅=

σ z0[ ]
zR

�������������
σ z0[ ]

zR
������������� θ

d0
����� σ z0[ ]⋅= =

σ z0[ ]
zR

�������������
θ σ d[ ]rel⋅

d0
������������������������� 1

4
���

n zi
4

i
∑⋅ zi

2

i
∑ 

  2
– 

  2
zi

2
di

4⋅
i

∑⋅

zi
2

i
∑ 

  2
zi

2

i
∑ di

2

i
∑⋅ n zi

2
x

2〈 〉⋅ i
i

∑⋅– 
  2

⋅
�������������������������������������������������������������������������������������������������������������⋅⋅=

zR2

f

θ2

2
�����

θ1

2
�����

zR1

z01
z02

∆f

d 1 d 2

d2 θ2
z02

d1 θ1 z01



��C�����%<��5�������$������&���"���������$
�
�� ��BL

'� @��BKDA

'� @��BKCA

�� @��BKGA

���
���
!
����
�� �
�
���#�
����0���
�

�� �������������
��

� @��BKHA

�$�(���
�

������
��!��������
�
�
�����
�
�8�����
��
��
��

�� �����������$
�
���
�&���
���
�
�
���
��������
��
��
��

��������������������$
�
���
��
�
��
��+
�

����������
/
�
�+
��


��
�
��#��
$������
��(
��
��

��������������������$
�
���
������
�'�
�
�����

��5������

�
�����
�
�'�
����
�
�%�
��+
��
�

��&
�+
�

�
��0���
'�!�$�%
����
��������
�(
�����������
�
���!
����
���
�$����
���
���$�����'���
������
�
��������
����������

���
������

��5����
��
���
��$�����
$
��
��������
.�)���
)���������

��(�� -���
������������������"�� ������ 	 ������ � �����

��(���� , ������
���������

(	��
�
��������
�8�����
��
���

��5����
�
����$
��
��
������$�������3�
�������@��BHA�

�� @��BKLA

+��
�� '� ���
� ��������
���
��������
��
��
��

�� �����������������$
�
�
�
!
����
�'���
�
�
������
��
�����
�����
�����
��1
�+
�
����&���3�
�������@��BKHA��
�
�
�
���
�
�����

'� @��BK=A

'� @��BK>A

� @��BBKA

�
����
���$���
�
���)	�!����

d2

d1 f⋅

z01
f–( )2

zR1

2+
���������������������������������������=

θ2

θ1

f
����� z01

f–( )2
zR1

2+⋅=

z02
f

z01
f–( ) f

2⋅

z01
f–( )2

zR1

2+
����������������������������������+=

zR1

zR1

d1

θ1
�����=

σ d2[ ]
d1∂

∂d2 σ d1[ ]⋅
 
 
 

2

θ1∂
∂d2 σ θ1[ ]⋅

 
 
 

2

z01
∂
∂d2 σ z01

[ ]⋅
 
 
 

2

+ +=

σ d1[ ] σ θ1[ ] σ z01
[ ]

d1∂
∂d2 z01

f–( )2
f⋅

z01
f–( )2

zR1

2+( )
3
2
���

������������������������������������������=

θ1∂
∂d2 zR1

3
f⋅

z01
f–( )2

zR1

2+( )
3
2
���

������������������������������������������=

z01
∂
∂d2 d1 f z01

–( ) f⋅ ⋅

z01
f–( )2

zR1

2+( )
3
2
���

������������������������������������������=



��B= ������������(
��
����������!���

@��BBBA

��
�
�
��
����&
��8�����
��
��
�

'� ���
� '� @��BB?A

���
�����������$���@��BKDA��	��
�
��
����&
�8�����
��
���

��5����
�
����$
��
���

�� @��BBDA

��(���� 2�5��	���4�����

�������!��3�
�������@��BKLA�
������$����	��
�
��������
�8�����
��
���

����&
��
�!+��)
����

� @��BBCA

���
�������

' @��BBGA

' @��BBHA

� @��BBLA

"�$���
������������	��
�
��
����&
�8�����
��
���

����&
��
�!+��)
�������@��BBCA�����@��BBLA
$���@��BKCA'�@��BBBA���
�@��BB?A��

� @��BB=A

��(���$ , ������ 	�

(	��
�
��������
�8�����
��
���

��5����
����
�����������

��3�
������
��@��BHA���
�@��BKGA�

� @��BB>A

∆z1 z01
f–=

σ d1[ ]rel

σ d1[ ]
d1

��������������= σ θ1[ ]rel

σ θ1[ ]
θ1

��������������= σ z01
[ ]

rel

σ z01
[ ]
zR1

���������������=

σ d2[ ]
d2

��������������
∆z1

2 σ d1[ ]rel⋅( )2
zR1

2 σ θ1[ ]rel⋅( )
2

∆z1 zR1
σ z01

[ ]
rel

⋅ ⋅( )2+ +

∆z1
2

zR1

2+
������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������=

σ θ2[ ]
d1∂

∂θ2 σ d1[ ]⋅
 
 
 

2

θ1∂
∂θ2 σ θ1[ ]⋅

 
 
 

2

z01
∂
∂θ2 σ z01

[ ]⋅
 
 
 

2

+ +=

d1∂
∂θ2 zR1

f z01
f–( )2

zR1

2+⋅
���������������������������������������������=

θ1∂
∂θ2

z01
f–( )2

f z01
f–( )2

zR1

2+⋅
���������������������������������������������=

z01
∂
∂θ2

θ1 f z01
–( )⋅

z01
f–( )2

zR1

2+
���������������������������������������=

σ θ2[ ]
θ2

��������������
zR1

2 σ⋅ d1[ ]rel( )
2

∆z1
2 σ θ1[ ]rel⋅( )

2
∆z1 zR1

σ z01
[ ]

rel
⋅ ⋅( )2

+ +

∆z1
2

zR1

2+
������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������=

σ z02
[ ]

d1∂
∂z02 σ d1[ ]⋅

 
 
 

2

θ1∂
∂z02 σ θ1[ ]⋅

 
 
 

2

z01
∂
∂z02 σ z01

[ ]⋅
 
 
 

2

+ +=



��C�����%<��5�������$������&���"���������$
�
�� ��B>

(	��
�
������
��
�����
�����
��
������$���
�����1
�
������
��

' @��B?KA

' @��B?BA

� @��B??A

��
�8�����
��
���

��5����
������������������&���
�+
��
�$���

����#�
����0���
�!�����$�
�
�
��
�$���
��������������
��3�
������
����+�
�@��BKDA'�@��BKCA'�@��BBBA���
�@��BB?A�

� @��B?DA

��(�� "#���� �������'����������"�� ������ 	 ������ � �����

��(���� , ������
���������

8��
��

�������$
'�
����
�
��������
����+
������
�� �!+����
��"�����
��+
��
���
�����
��������
��%�
��+
��
���+�
� �!+����
�����
��$$
�
����
������������
��0��
�

��5����

&�
��)�
��
������
�
�%�
��+
��
����
'�)����
�
����+��)����
�
�
��(
��
�����
����
���
���+
�

�'
��
��	��

���#��
$������
��(
��
��

��5����
�
����$
��
���������

� @��B?CA

(	��
�
��
�

�������
��
�����
�����
�������$���@��BKHA�

'� @��B?GA

�� @��B?HA

��$���
������$����	��

���
����&
�'��#��
$������
��(
��
��

��5����
�
����$
��
���!���$$
�
$���@��BKDA���
�@��BBBA�

�� @��B?LA

d1∂
∂z02 2

f z01
–( )
d1

�������������������
f zR1

2⋅

z01
f–( )2

zR1

2+( )
���������������������������������������

 
 
 

2

⋅ ⋅=

θ1∂
∂z02 2

z01
f–( )

d1
�������������������

f zR1

2⋅

z01
f–( )2

zR1

2+( )
���������������������������������������

 
 
 

2

⋅ ⋅=

z01
∂
∂z02

f
2

z01
f–( )2

zR1

2–( )⋅

z01
f–( )2

zR1

2+( )
2

�����������������������������������������������–=

σ z02
[ ]
zR2

���������������
2 ∆z1 zR1

⋅ ⋅( )2 σ d1[ ]rel
2 σ θ1[ ]rel

2+( )⋅ ∆z1
2

zR1

2–( ) σ z01
[ ]

rel
⋅( )2+

∆z1
2

zR1

2
+

�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������=

δf
δz01

δd2 f∂
∂d2 δf⋅

z01
∂
∂d2 δz01

⋅+=

f∂
∂d2 z01

f–( )2
zR1

2
f z01

f–( )⋅+ +

z01
f–( )2

zR1

2+( )
3
2
���

������������������������������������������������������������������=

z01
∂
∂d2

d1 f⋅ z01
f–( )⋅

z01
f–( )2

zR1

2
+( )

3
2
���

������������������������������������������–=

δd2

d2
��������

zR1

f
������

∆z1 zR1
⋅

∆z1
2

zR1

2+
����������������������+

 
 
  δf

zR1

������⋅
∆z1 zR1

⋅

∆z1
2

zR1

2+
����������������������

δz01

zR1

���������⋅–=



��?K ������������(
��
����������!���

��(���� 2�5��	���4�����

�������
������$����	��

���������
�'��#��
$������
��(
��
��

����&
��
�!+��)
���

'� @��B?=A

+��
���	��
�
������
��
�����
�����
�������

' @��B?>A

�� @��BDKA

����

��3�
������
��@��BKCA���
�@��BBBA�
����������������
/������	��

���
����&
�'��#��
$����
���
��(
��
��

����&
��
�!+��)
���

�� @��BDBA

��(���$ , ������ 	�

�����
�!�
������$
�
���
��
�
�5����
����
��
������
����������
�������

' @��BD?A

$���

@��BDDA

�� @��BDCA

�
��(
��
���
��

��%
���$$����

��5����
����
�)����$���

����#�
����0���
����$�
���+
�

�
��
�$���
����������

��3�
������
��@��BKDA'�@��BKCA���
�@��BBBA�

� @��BDGA

δθ2 f∂
∂θ2 δf⋅

z01
∂
∂θ2 δz01

⋅+=

f∂
∂θ2 θ1–

z01
f–( )2

zR1

2
f z01

f–( )⋅+ +

f
2

z01
f–( )2

zR1

2+⋅
������������������������������������������������������������������⋅=

z01
∂
∂θ2 θ1 z01

f–( )⋅

f z01
f–( )2

zR1

2
+( )⋅

��������������������������������������������������=

δθ2

θ2
��������

zR1

f
������

∆z1 zR1
⋅

∆z1
2

zR1

2+
����������������������+

 
 
  δf

zR1

������⋅–
∆z1 zR1

⋅

∆z1
2

zR1

2+
����������������������

δz01

zR1

���������⋅+=

δz02 f∂
∂z02 δf⋅

z01
∂
∂z02 δz01

⋅+=

f∂
∂z02 1

f
2

z01
f–( )2

zR1

2+
����������������������������������– 2 z01

f–( ) f

z01
f–( )2

zR1

2+
����������������������������������⋅ ⋅ 2

z01
f–( )2

f
2⋅

z01
f–( )2

zR1

2+( )2
������������������������������������������⋅+ +=

z01
∂
∂z02 f

2

z01
f–( )2

zR1

2+
���������������������������������� 2

z01
f–( )2

f
2⋅

z01
f–( )2

zR1

2+( )2
������������������������������������������⋅–=

δz02

zR2

���������
∆z1

2
zR1

2+

f
2

���������������������� 2
∆z1

f
��������⋅

∆z1
2

zR1

2–

∆z1
2

zR1

2+
����������������������+ +

 
 
  δf

zR1

������⋅
∆z1

2
zR1

2–

∆z1
2

zR1

2+
����������������������

δz01

zR1

���������⋅–=



��G�������+
������)�$����
��
��0
�������
����
���
�����
����
�
��
�$
�����
� ��?B

��+ �
�4���
�	��������������0����
�	��������
���)� ���	� �������/

����
�	��

��
� )�$����
��
� �
������ 

�� 0
�������
����
�� � ��
� ����
����
�
��
�&
��
�����
�
��������$�&���)����
��
����
�������$���)����
��
��3�
�!�����
��
�&�������
��
�<���

��)�
����
�����

��"�����������������
��
�������
�'�
������

���
��+
��
��
�
�&�
��
���
�����
+�
�
�
�!
���!+
��
��7�������
����)
�$�$
��
��
���$$��+
�

��)*��
����$�(���
�

������
�
!��������
�
�8�����
��
��
��

��"��������
� '�

��!+
��
���
$�����
��7�������)
�$�$
���

���+�
�

��!+
��
�����)
�$�$
���� ��
������
��+
�

�����
�
�3�*/
�����
�

����
��
����

' @��BDHA

' @��BDLA

� @��BD=A

���
�����@��BDLA���
�@��BD=A���
���������

���
��$�
������
�

��(
��
��
�������������
�
��$$
�� +��
'� 
���� 
�
��
��
�
�
� �
�)�
���� ���� 

�� ����������������
� 

�� "�����
�� ��
��
@ A����
�(
��
����������!����+��
�
��
���	��������
�

�"#��
$
�$���0��
���
��
)�
��

�

.���!���
�����
�	�������
�(
��
����������!�����	������$����"���)�"
����
������
��
)��
�����
���
�����������

���
$
��
�
��!+
��
��7�������
����)
�$�$
��
��)*��
��+
��
�
�����$
�
�


����
���+
�

�'�
�
�����
���

�
�
��
���*/
�
������������)
������+
��
�����
�����
�!�$�%
��
���
��

��5����
�
����$
��
�� '�
�
�5����
����
� ��
����&�!����
��
�
�
'�

��,�	$$�������

����

���
��
������� ���
������
�
�%
������$�/!���� ����
�(
��
����������!�����	��
�
�

����$
�
��+��
��$� �

�
�
�
�������������
�����
�	����

��+�� ��� ��������������/�������/� ��� ��/"�����

%
��

��)�$����
��
���
������&���0
�������
����
����
�����
����
�
��
�&
��
������$���
��
�
$�������
�

���
���#��
$�
�������
�
�"�����������$
�����&���
�+
��
�$���
��
��0��
���
��
�
)�
��

����
��
����*/
�����
���$���
�
�!+
��"�������
�� ���
� ���
��2���$$
�����
$���

��!��$
��
�

�'���)��
��"�����
��
�������
��0
�������
����
� ���
�����
����
�
���
����

'� @��BD>A

�� @��BCKA

���
���
!
����
�� �

��������
�!+����
��"����
��������
�"
����
�
�
'� �����

��!���8$�
�
�������

��"�������
�����
�
�"��������
��*���
�,������
�������)���������������
���
��
�����
�����
�� �
�
)���
�� +��
� ��
�� �����.�$�
��� 
����� 
��
�� �$� +
�
������
�� &�$� ����������
�
�

E x y,( )
ϑ x y,( )

θ〈 〉
xθ〈 〉 θ2〈 〉

θ〈 〉 1
P
��� E x y,( ) ϑ x y,( )⋅ yd xd

∞–

∞

∫
∞–

∞

∫⋅=

xθ〈 〉 1
P
��� x x〈 〉–( ) E x y,( ) ϑ x y,( )⋅⋅ yd xd

∞–

∞

∫
∞–

∞

∫⋅=

θ2〈 〉 1
P
��� E x y,( ) ϑ x y,( )2 xd

d E x y,( )

2 k E x y,( )⋅ ⋅
�������������������������������

 
 
 
 

2

+
 
 
 
 

⋅
∞–

∞

∫ xd yd

∞–

∞

∫⋅=

θ〈 〉 0=

d0 z0
R M

2

Ux UE
E ϑ

E UE∝

ϑ 1
∆z fkal⋅
������������������

Ux

UE
�������⋅=

∆z fkal



��?? ������������(
��
����������!���

�
�&���
���
�
�� )�������
�����
��� ��
� 
��
$� &��� 

�� �)��
��
���
����������� ��������
�
�������������
�$�

'� @��BCBA

�� @��BC?A

����6����������	�

��+
�

��
�
� ���3�
�������@��BCBA�
���
�	���
��3�*/
�� �$�(���
�

�
+
�
��@��BD>A��
�����
�
������

�� @��BCDA

���

������
�

���
��
������

��8�����
��
��
��

��7����U���)
�$�$
��
�+��
�+�


��
����
�
��
�!�
�����+
��
�
�
����&
�+
�

����
�
���
��
����$���
�
����������������?�
���
�	���
��3�*�
/
�� @��
�
� ����������
��� ��?A�� 2���6����
�
�)���
)���� 

���
����������
�� � ��
�
+
�

�� �%��
���)�
��
����
!��
����
��	��
�
�8�����
��
��
��

��6����
�
�������

' @��BCCA

�� @��BCGA

����

��
���
�	���
��3�*/
����
��
��������
��
������$�������

���
�����������
������
���	�

�
�"��������������@��BDHA���
�
����
$�����
�7����U���)
�$�$
���@��BDLA�$���

��3�
������
�
��@��BD>A���+�
�@��BCKA��

'� @��BCHA

� @��BCLA

%
��

��%
�
�������

��!+
��
�����)
�$�$
����+��
�
�
����
������

��0
�������
����
��
�*�
����'�
�
�
�)������$
�������
�
���
��+
�

������

� @��BC=A

(	��
���!+
��
����)
�$�$
��������
����$���

��

����
��
��3�*/
���

@��BC>A

σ UE[ ]2 σabs UE[ ]2
UE

2 σrel UE[ ]2⋅+=

σ Ux[ ]2 σabs Ux[ ]2
Ux

2 σrel Ux[ ]2⋅+=

σ E[ ]2 σabs E[ ]2
E

2 σrel E[ ]2⋅+=

Ux UE
Nout

E0

σabs E[ ]

Nout

�������������������=

Ux0

σabs Ux[ ]

Nout

����������������������=

θ〈 〉 ∆x ∆y⋅
P ∆z fkal⋅ ⋅
��������������������������  Uxi j, Ux0–

j uy=

j oy=

∑
i ux=

i ox=

∑⋅=

xθ〈 〉 ∆x
2 ∆y⋅

P ∆z fkal⋅ ⋅
��������������������������  i i〈 〉–( ) Uxi j, Ux0–( )⋅

j uy=

j oy=

∑
i ux=

i ox=

∑⋅=

x∂
∂ E x y,( )

Ei 1+ j, Ei 1– j,–

2 ∆x⋅
�������������������������������������

∆Ei j,
2 ∆x⋅
��������������= =

θ2〈 〉 ∆x ∆y⋅
P

�����������������

 
1

∆z fkal⋅
������������������ 

  2 Uxi j, Ux0–( )2

Ei j, E0–
���������������������������������⋅ 1

4 k ∆x⋅ ⋅
��������������������� 

  2 ∆Ei j,
2

Ei j, E0–
��������������������⋅+

j uy=

j oy=

∑
i ux=

i ox=

∑×

=



��G�������+
������)�$����
��
��0
�������
����
���
�����
����
�
��
�$
�����
� ��?D

�$�(���
�

��+��
����
��$$
�'�
���� ����
�����+
��
���)���
��
���!�� ��������
�"����

��
��+
�������&��� ������
�
�
��
�����

�� @��BGKA

��+���� "�� �������
�	

3�
�������@��BCHA�
����������&���

��"���)����3�
�������@��DHA���
�$���
�������	��
�
��������

8�����
��
��� 

��"�������������� ���
��1
���������������

��8�����
��
��� 

��0
�������$
��
������

@��BGBA

��+���� ���������������/?@�����������

3�
�������@��BCLA�
����������&���

��"���)����3�
�������@��DLA���
�$���
�������	��
�
��������

8�����
��
���

���
$�����
��7����U���)
�$�$
�������
��1
���������������

��8�����
��
��
�
&���0
���������
�"��������
�

@��BG?A

��+���$ 
4������@�����������

�
���������������������
���
�������
���

%
��

��%
�
�������

��(
��
����������!����

��!+
��
�����)
�$�$
��������!���
����
�'�
���
+
���
�
�3�*/
�� ���
� �
��
�6��$��&
��
���������+
��
�'�
�
�3�*/
�� ���


�
��
�χ��1
��
�������
���!
�����
����
��
�(
��
����������!��������
������������+
�
�������


��%
�
�������

��8�����
��
���&��� �+
�

��
�
�8�����
��
��
��

��"��������������
��
�

���
��$�
��"������
������� �&
������������'�����@��BHA���
�@��?GA�������

�������!�

∆Ei j, Ei j,
∆Ei j,

σ ∆Ei j,[ ] 2 σ Ei j,[ ]⋅=

σ θ〈 〉[ ]
∆x ∆y Nin σabs Ux[ ]⋅ ⋅ ⋅

P ∆z fkal⋅ ⋅
���������������������������������������������������������

1
Nin
�������� 1

Nout
����������

σrel Ux[ ]
σabs Ux[ ] Nin⋅
���������������������������������� 

 
2

 Uxi j,
2

j uy=

j oy=

∑
i ux=

i ox=

∑⋅+ +×

=

σ xθ〈 〉[ ]
∆x

2 ∆y Nin σabs Ux[ ]⋅ ⋅ ⋅
P ∆z fkal⋅ ⋅

�����������������������������������������������������������

1
Nin
�������� 1

Nout
����������+ 

  δx
2⋅

nin x,
2 1–

12 Nin⋅
��������������������

σrel Ux[ ]
σabs Ux[ ] Nin⋅
���������������������������������� 

 
2
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