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Das Strahlwerkzeug Laser gewinnt zunehmende Bedeutung für die indust-
rielle Fertigung. Einhergehend mit seiner Akzeptanz und Verbreitung 
wachsen die Anforderungen bezüglich Effizienz und Qualität an die Geräte 
selbst wie auch an die Bearbeitungsprozesse. Gleichzeitig werden immer 
neue Anwendungsfelder erschlossen. In diesem Zusammenhang auftreten-
de wissenschaftliche und technische Problemstellungen können nur in 
partnerschaftlicher Zusammenarbeit zwischen Industrie und Forschungs-
instituten bewältigt werden. 

Das 1986 gegründete Institut für Strahlwerkzeuge der Universität Stuttgart 
(IFSW) beschäftigt sich unter verschiedenen Aspekten und in vielfältiger 
Form mit dem Laser als einem Werkzeug. Wesentliche Schwerpunkte bil-
den die Weiterentwicklung von Strahlquellen, optischen Elementen zur 
Strahlführung und Strahlformung, Komponenten zur Prozessdurchführung 
und die Optimierung der Bearbeitungsverfahren. Die Arbeiten umfassen 
den Bereich von physikalischen Grundlagen über anwendungsorientierte 
Aufgabenstellungen bis hin zu praxisnaher Auftragsforschung. 

Die Buchreihe „Laser in der Materialbearbeitung – Forschungsberichte des 
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teressentenkreis über abgeschlossene Forschungsarbeiten, Themenschwer-
punkte und Dissertationen informieren. Studenten soll die Möglichkeit der 
Wissensvertiefung gegeben werden.  
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���' (��	� ���	�	�	�$ �� ��� �!���� ����� � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
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���� ��� ��	� 
��	� � ��������	���� �� ��� ���� ���� ��� ����� γ ��� δ ��	����
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��� ���� �� β + γ = π/2 ��� sin β = cos γ ��� �		�������� sin β =
√

1− sin2 γ�

���� ������ ��
 ��� ������

nair sinα = nco sin β , ���� 

nco sin γ = ncl sin δ . ���! 

��� 	����	�� ����� �� ����� ��"�	���� � ������ �� sin δmax = 1 
��	� #�$� sin γmax =

ncl/nco� %������� ���� 	����������� �������� ���� ��

nair sinαmax = nco

√
1− n2

cl

n2
co

=
√

n2
co − n2

cl . ���& 

'��� nair = 1( ��� 	����	�� ����� αmax( ��	������ ��� ������ ����� �� 
��	� ��	�����

����� � ������ �� �)* 
����� ��� ���� 	���( � ��+�� ��

αmax = arcsin
√

n2
co − n2

cl = arcsinNA ���, 


��	� ����� ��� ��������	 �
������ -.

NA =
√
n2
co − n2cl . ���/ 
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��	 �� sinαmax = NA ��	 sin βmax = NA/nco ����	� �� 
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 �	������	 ��
	� 
��	�	��	 Δn ��� 

Δn =
n2
co − n2

cl

2n2
co

, !"�#$

��� ��� �� ���	 �� ������� �� %� ��

NA = nco

√
2Δn . !"�&$
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��� ��������� �������� �� �� ���� �� �� 
��� ���� ��� � ������ ��� L ��	 ��������

�� ������ ��� � ���� ��� ��� � ������� ����� �� �� ����� �������� ���) ��	 ����

�� �� ��������� ������� ���� ��	 ���		���� ��� �� ��� ����� L′�

*��� 
���� "�� �� ��� �� ���� ��� �� �������� ������� L ��	 L′ �� ������ L′ =

L/ cosβ� ����� β << 1rad ��� ��� ��� �� �������������� sin β ≈ β ��	 cos β ≈
1− β2/2� '������ ��� �� �������� ������ sin βmax = NA/nco ��� �� ��� ��� ��

����� �������� ����� β �� ������� ���

L = L′
(
1− β2

2

)
= L′

(
1− NA2

2n2
co

)
= L′(1−Δn) . !"�+$

'� 	���� ���� ������� ���� ���� ���� �� ��������

tmax − tmin =
ncoL

′

c
− ncoL

c
=

ncoL
′

c
(1− (1−Δn)) = tmaxΔn !"��,$

��� �� ������������ �� Δn� -������� �� ��� ������� 	���������� �� ��� ������������

(� �������� �� ���� �� ��� ��.����	 ������ �� �� ��������� �� ���� ��	 ���		���� (�

���������� �� ���		��� �� � 	������� �������	 �� �� ��������� ��	 �� %�� %��

���� �� ���� � ������� ����� ��� ���� �������� ����	� �� 
���� ��� ���� ����
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!��� ��� ��"����� #��� �H� ��� �������� #��� �E� ��� ��"����� ��� ������� �B� ���

��� �������� ��� ������� �D �� 
��� �� ��� ���� ����"� ������� ρ ��� ��� ���� �������

������� �J ��� ���
����� �����	�� �� $� ����� ��� �� 
������ ��

∇ · �D = ρ %& ��'

∇ · �B = 0 %& �&'

∇× �H = �J +
∂ �D

∂t
%& �('

∇× �E = −∂ �B

∂t
. %& �)'

*�� ���+	��� 	� �	��� ����"�� ��� �������� �	 �++���� �������� 	� ��"����� #����

��� �� ��+������ �� ��� �������� +	����,���	� ������� �P ��� ��� ��"����,���	� �M ��

�D = ε0 �E + �P %& �-'

�B = μ0( �H + �M) %& ��'

�J = σ �E . %& �.'

*���� ��#����	�� ��� ������ �	���������� ������	�� ������� ���� �������� ��� ������	��

���
��� �E ��� �D �� 
��� �� �H ��� �B !��� ��� �	���������� ������	�� ��� ���

���
����� �����	�� ��"�� +�	+�"���	� �� ������ ��� �� ��������� /��������� �����

���� �� ��� 	� "���� �������0

� ρ 1 0 0 ����� ��� �	 ���� ����"��

�
�J 1 0 0 ����� ��� �	 ��������

�
�M 1 0 0 ����� �� �	 ��"����,���	�  
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������ ��

∇ · �D = 0 ������

∇ · �B = 0 ������

∇× �B = μ0
∂ �D

∂t
���� �

∇× �E = −μ0
∂ �H

∂t
. ������

!" ����"�# ∇× �� ���� �� ���# ��� ������" ∇×∇ × �E = ∇(∇ · �E) −∇2 �E ��

���� �� ���$ �� �J = 0 ��� ��%� �������

∇(∇ · �E)−∇2 �E = −μ0
∂2 �D

∂t2
������

&�� ��� ���
���
 	��� �� �������� '�� ������� &�� ��� ��#���
 	��� 
� �� &���

� � ����#��� ��"�

(� ���� ���� ��" ��������
 ����� ��
� �� #���� ������� ����&��#�
� ��� 
����)

����� '����&���� �E || �P �� �D || �E �� � ��� 
��� �& �����#���� � &��� ���
�� (� �


������
�� ���� ������� ∇ · �D = ∇ · �E = 0 ���
� ����
�� ��� ��%� ������� ����

��

∇2 �E = μ0
∂2 �D

∂t2
. ����$�

���� ��� ������� ���* ���� ��������� 
� �� ������ ��

∇2 �E = μ0ε0
∂2 �E

∂t2
+ μ0

∂2 �P

∂t2
. ����+�

, ����� �� ���%� ��� ��%� ������� �� �� �
�����" �� ��-� ���������� ����� ���

������� ������ ��� ������.���� �����" �P �� ��� ���
���
 	��� �E� (�����# ����

� 
��#� �& ��� ���
���
 	��� 
��#�� ��� ������.���� �����" �����������"� ��


� ����� ��� ������.���� �����" ��� � ������ /�01

�P = ε0

(
χ(1) �E + χ(2) �E2 + χ(3) �E3 + ...

)
. ����*�

!�
���� ��������
 ����� ��� 
�������� �P �� �E ��� �������� ���
� �������� ��� �%�

����� � ��� ������� �� �� .��� ��
���� ��� ������ χ(i) ���� i = 2, 4, 6, .. ��"

�� ��%� ��� ���� ����
��� �� �E� ( ����� ������������ 
� �� ���� &�� ���

��������� �� ��� ������ ���* �� ����
�� �� ��� 	��� ����

�P = ε0χ
(1) �E . ����0�
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∇2 �E = μ0ε0
∂2

∂t2
�E + μ0

∂2

∂t2
ε0χ

(1) �E ������

= μ0ε0(1 + χ(1))
∂2

∂t2
�E . ������

���	 μ0ε0 = 1/c2 ��� �	� ��
����� ������������ ε = 1+χ(1) �	� 
����� ���� �������

!�� "� ����
�#�� �

∇2 �E =
ε

c2
∂2

∂t2
�E , with ε = n2 ����$�

∇2 �E =
n2

c2
∂2

∂t2
�E . ���%&�

'��
���
� (� �	� �������! ����

∇2 �H =
n2

c2
∂2

∂t2
�H . ���%)�

*	� �������
�� �������� ��%& ��� ��%) (� �	� �E ��� �H #�
� ��� ��!��
�� "�� �	�

�� #�
�� ��� ��
���� "� "������ !�������� �( �� �����(�!� "������ �� ���
�!���!

����� ���	 � ��!�� �en ����
 � �	�� �����(�!� �� !�������� �	� #�
�� � "�	 ����

( �	� �����(�!� ������� ���	 �	� ��"�!����� ) ��� �� ��� ��
���� "� +)�,

�en

(
�B2 − �B1

)
= 0 ���%��

�en

(
�D2 − �D1

)
= 0 ���%%�

�en ×
(
�E2 − �E1

)
= 0 ���%��

�en ×
(
�H2 − �H1

)
= 0 . ���%-�

�	�!	 ����� �	�� �	� ����
 !������� ( �B ��� �D �� ��

 �� �	� ���������


!������� ( �E ��� �H ��� !������� �� �	� �����(�!� "������ ����� ) ��� ��

.	���� �����"
� !�
�����!�
 !�������� �� �����/0(��!���

E = E0Ψ�� ���%��

!�� "� ���� ���	

Ψ = Ψ(r,φ); � = �(z) = eiβz; � = �(t) = eiωt . ���%��

* �
�� ��%) �	� #�
� ���
����� E0 !�� "� ��������� "�!���� ( �	� !
����� 
��0

������� 1�!���� ( �	� ������ �	� ���� ∇(∇ · �E) �� ���� �����	�� ��� ����������




���� ���� ��	
�� 

��� ������	����� 
��������� 
�� �� ��������� Ψ ���
� � ������� �������� ��

� ������ �������� ��� ���� ������	���� �� ��� ����� ������ �� ��� ��� �� ���

���� �������� ��� ���� E � �������
���� �
�������� �� ���� ���� � ����� ���	���

����	��
� ω ��� ��������� 
����� ������������
 ������� �� ��� ���� �� ���� ���

���� �� ��	���� ������ ��� ����� ������ ���� 
�� �� ������� �� ���� �� �����

�������
 
��������� � ��
���� � ����������� �� � ���� � �����	�
��� ���
��


β ���
� � ��� ��
�������� �� ��� �� �  �
��� �k ����� ��� ����� β ��������� ���

��� ���� ��� ������	��  ���� ����� ��� ����������� ����
���� z� β ��� �� 
���

����� !� ���� ���� ��
���� ��� �	���� �� �� ������� ��� 2π 	��� �� �����������

�����
�" ������ ��� ��������� ���� ��
���� ����
�� ���� �� ���

#� �������� $�%&" ��� ������ �� � ��	����� $�%' 
�� �� �� �� ��� � ��� ����� �����

(��
� ��� ��
����� ����" ���
� ��� ��� ���� ����
 �� ��� ���)" �� 
��������� ��

�	���� 
�� �� ��	�� ��� �	����� ��
	��� � ������� �� ��� ������� �����) ������
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�� ��	�����
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��� ���
��	�� �� �� ��� ��� ������ �� � ��	����� $�%'" ���� ��� ���� �� ��� ������

�	�
���� $�%&" ��� ��� ����� ���� 
�� �� ��	�� �� �������) *+&" +,-� ��� ��	����


����� �����
��� ���� ��� ��
����� �� ����� ���� ��� ���� ������	����Ψ ��� �����

����������� 
������ β� !����� �� β ��� ���
��� �����
��� ����� neff ��������

�������� �� � ����� ������ ������ �

neff = β
λ

2π
=

β

k0
�$�%,�


�� �� 	�� �� ��
��� ��� ����� #��� ��� �� 
������. ��� ��������� ���� ���
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�� ���� ��� ������ �� �� �� ��� ����� ��� ���  ��	� �� ��� �/�
�� �

�����
�� � ����� �� � 
��� ���� �	���� �� �!0 �� �� �� �� ������� ��� �����
�� �

����
� �� 
��� ��� 
�������

nco > neff > ncl . �$�%1�

��� ���� 
�� �� ����� �� ����� neff � ��� ���� ���� ��� ����� neff � ��� +�

�� ��������
�� ����� (	���	��� ���� �� � ��
������ �/�
�� � �����
�� � ����
�

��� ��� �������� �� � ������������ ���� �234�� !� � ���� �� � neff 
��� ��

��� �����
�� � ����� �� ��� 
�������" ��� ���� � ���� ���)�� �	���� ��� ����� ���

�����	���� �� ������� ��� �����
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�� �Ez = 0� Hz = 0�� � ���
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� ������ �����
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� ��� �
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�� ��

������
�� �Ez = 0� Hz �= 0�

� �� ���������� �����
�� �����$ ��
��
�� �����
� ���� 
� ��� �
����
�� ��

������
�� �Ez �= 0� Hz = 0�

� �%� %� �����
�� �����$ ���&��� ������
� �� �����
� ����� �Ez �= 0� Hz �=
0�� �������� �� � %� �� �% ������
�� �� 	�
�� ���� ��  ����� ���������
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��� �� ��� 	�� �'��
�� (�)* 
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�� ����� �� ��� ��� �%� �� %�

����� � ����������� �� ��� ������
� ���� �
���
���
��� 
� ����� (�(�

+����� ��� �
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� ���� 
���� ����� �,�-� ��� �
.������ �� ��� ������
�� 
���� ��/

�	��� ��� ���� ���� �� ��� ���� ����
�� 
� ���� �� ��� ��/����� ������ ��	
	��

�����	���	��  !0#

Δn =
n2
co − n2

cl

2n2
co

<< 1 �(�1*�

�� �� ���� 	�
�� �
� ���� �� ��� ����� 	�
�� �� �
����� ����
&�� �23��

,
��� ��� 	�4�� ��
�
�� �����
��
�� 
� ������
���� ����� ����� �� ���
�� 	���/

�
��� �� ����� �����
��� � 23 ������ ������ ��� ��� ��������� ���	���/������

���� ����� 23 ����� �� ��� ��� ���� ����� �� ��� �����

%�	����� ��� 	�4�� ��
�
�� ����� �(�1*� ��� ���� �����
��� �� ���� �� �����
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�� ������� 	
 ���������� �� ����� ������

�������� 	
������� ����

LP01 HE11

LP11 HE21� TE01� TM01

LP21 HE31� EH11

LP02 HE12

LP1m HE2m� TE0m� TM0m

LPlm l �= 0 
� 1 HEl+1m� EHl−1m

����� ���	 ������������	� 
������ � ����� ��� ��� ���	� ����� ���� ���	� ���� 	��


� ������ �����

�� ���� 
� ��� 	
��� �������� ��	��������� 
� � ����� �� ��	
����� 	�
	���� 
� ���

�
��� �� ��� ���� ���� ���� ���� 
� �	�
��� ���� ���� Aeff ����� �� ������ ��

!"#$

Aeff =

(∫ ∫
�E �E∗dxdy

)2

∫ ∫
( �E �E∗)2dxdy

�%&'" 

����� �E∗ �� ��� �
�	��� �
�()���� 
� �E �
� � �
�� ���� ��������� ���	�& *
 ��������

��� �)���� 
� �
��+�)���� �
���� ����
)� ����)������ ��� ��
�� �
�� ���)��)��� ���

���������� �������
� 
� V +�)���� ����� �� ������ �� !"#$

V =
2π

λ
rco

√
n2
co − n2

cl =
2π

λ
rcoNA �%&'% 

��� �� )���& *�� V +�)���� �� �������
����� ��� �
������ ��� ���)��)��� 	���������

�NA� �
�� ����)� ���� ��� ����������& *�)�� �� ����� � �
�	���� ������	��
� 
� ���

��	��������� ���)���
�& �
� ����� V +�)������ ��� �)���� 
� �
��� ������ � ���	

����� ���� �� �		�
�������� V 2/2& �
� � V +�)���� 
� ���� ���� %&',- 
��� 
�� �
��

�� �)		
����& .����� ��� ���� �� ������ ����������� �/� &



���� ���� ��	
�� �

����� ������	
� �	��� �� �����
� ���	��

�� ��� ������	� 
��� ������� �E 	� �� ����� ����� �� ������ ��� �	���������� �����

	 ����� ��� �	��� ������	���	� ���� 	� 	���	� �� ��� ������ �� ��������� ��	�
�

������ 	�������� ������� ����� 	� � 	������	� �����	�� ��� �	�����	� ��� ��

�����	���� �� ��� 	������	� ���� ��� ��� ����� 	�� !�� ��������	�� �E || �P ��"�	���

��� ��� ����� 	 ��� �����	� ���� �� �� #��� $����	������� χ(2) = 0%� !�� ���

��#��� ���� 	� ��������� χ(3)� &	���������� ����� $χ(5)� χ(7)���% ��� ����� ��  	��

��� ����	���� �� ��������� �	�� 	���	�	��� '� � ������� 	 ��� ��	��� ���� ���

�����	#��	� ���	�� ���� �� �� ������	����� ��

�P = ε0

(
χ(1) + χ(3) �E2

)
�E . $��()%

*	����� �������	� ��� �����	�� ����	��	�	�� ε �������

ε = 1 + χ(1) + χ(3) �E2 = εlinear + χ(3) �E2 $��((%

ε = εlinear

(
1 +

χ(3)

εlinear
�E2

)
. $��(�%

������� ��� ��	��� ����	���	� 	� ��������	���� ������  	�� ε = n2 	� ����� �

����

n = n0

√(
1 +

χ(3)

1 + χ(1)
�E2

)
≈ n0

(
1 +

χ(3)

2n2
0

�E2

)
= n0 + n̄2

�E2 $��(�%

 ���� n̄2 = χ(3)/2n0� +�� ����� �	�	�� n̄2,silica ≈ 10−22m2/V 2 $��	����� ������� �

���"���� �� ���	�% ,-�.�

*	�� ��� 	���	�� I = (c/n0)ε0εμE
2 = n0ε0cE

2 �������	� ��(� �� �� �� �	��� ��

n = n0 + n̄2
I

n0ε0c
= n0 + n2I = n0 + n2P/Aeff . $��(/%

!�� ��	��� �������	�� 	��� �� ����� �	�	�� 	� n2,silica = 3 · 10−20m2/W � &���� ��

� ������ �� ��� χ(3)����� � ���	
�� �������	�� 	��� 	� ����	��  �	�� ������ �

��� 	���	�� �� ��� ���	��� �� �� P $	  ����% �� ��� �����	�� ���� ���� Aeff $	

�"���� ������%� !�0	� - 0* �� �� �� �� � $�		���% ���� 
��� ���� �� �����

)11��2 �� ���	��� ������ ������� ��� ��	�  ��0� ��� ��	��� ����	���	� �� ���

�������	�� 	��� �������

n2I =
3 ∗ 10−20m2/W · 103W

300 · 10−12m2
= 1 · 10−7 . $��(2%



�� ������� 	
 ���������� �� ����� ������

� �������	�
 �� ��	 ����� �� �� ������
�� �� �� ���������� �
����	 �� �� ���� �
�

�� ������
� �� � 	�������������� ������ ���� ��� ncl = 1.45 �
� �� = 0.07

nco − ncl =
√
n2
cl +NA2 = 1.69 · 10−3 ������

	��	 ��� ���
 �� ��	 �� ����� ����� �� 
�
��
��� ���� �� �� ���������� �
��!

�	 
��������� �n2I << nco − ncl��

"�	 �	 � ���# �������
� ��	��� �����	� �� ���
	 ��� �� �	 ��		���� �� ��������� ��

����	 �
�����
� ���� 	���	 �
� ����������
 ��
	��
�	 �
 �� ��
��� �����!����

���
� "� �������	 ��	���	 ���
���
 ���� �������# �
� ���������� 	������� ��
 ��

�	�� �� ��������� �� ���� 	�������� ��� ��� 	�������
	 ��
	������ �
 ��	 ���$�

%������ �� 	���� �� ��
���
�� ��� �� 
�
��
��� ���� �� �� ���������� �
��!

��
��	 �� ��	� �� �� ���������
� ���� ��� �	 ��	������ �
 �� �������
��

&��� 
�
��
��� �����	 ����� �� ����� �
���
� �����������	 �� ����	 �	 ��	������

�
 �� 	�����
	 ����'�� �
� ����'�'�

������� ����	
� ��� ��	�

"� ������� �	

 	�	�� �� �	� ����	 ���������� ()*+ �	 ���	�� �# �� �
��
	��#

����
��
�� �� �� ���������� �
��! ����,�� ����� � ������
 ��	��
�� z = L �� ��	�

φ �� � ���������
� ���� ��
 �� ��	������ �#

φ = kL = k0nL = k0(n0 + n2I)L =
2π

λ
(n0 + n2

P

Aeff
)L ���-.�

��� ��
 �� 	�������� �
�� � ��
��� ����

φlin =
2π

λ
n0L ���-)�

�
� � 
�
��
��� ����

φnonlin =
2π

λ
n2

P

Aeff

L =
ω0n2

cAeff

PL = ξPL ���-��

���� ξ = ω0n2/c �	 ������ ������	�
 ��	���	��� /�� �� �����	 	����� �����

�P = 1 $0 Aeff = 300 ��2� �
� � ������
�� �� )�� � π���	� 	��� �����	��
��
�

�� ��� � ������
�� �	 �����
�� ��� L = 5� �� �� ���� ��
��� "�	 ��
 �� ��	���

��� �
 �
�������
�� �!������
� �	�
� � ������
�� �����

"� ��	� ����# ���	�� �# �� 1��� ����� ��
 �	�������# �� ����������� ��� �
��
	�

��	�� ���	�	� 2	����# �� �����	� ��	� ����# �����	 �� �� 	#�����# �!�	 �� �� ����



���� ���� ��	
�� �

��� ���� ���		�
 ��� ���
������ �������� �
�� �� �����
 ������� �� �� ���������

����
������� ������ �� ���
� ��� 	���� �� � ����
������ �� �� �����
���� ���

��� 	��� �� � ��	���������� �� 	���
 ��	����

���
 ������ ������ �� �� χ(3)���
� �
� �
������� �
��	���� ���
 ���� ������� ���

�
��� ���� ����	����� � !"� �� �������
 �		 
�	����� ������ � ���	����
 ���� �����

���� �� �� �� ��
��	���� ��� �� ����� ��		�� ���	����
 #�
$�����
 ���������

%�����
� ���� ��	��	������ ��� �� ���� ��� �� 	����
 ���� ��������� �� ������

������ ��� �� �
�����
� �� ���������� ���� 	���
 
�������� �� �� ���� ����� �� ���

��
& �� ���	����
 ���� �������� ��		 ��� �� ��
��
 ����������

'�
 �������
 ��������������� 	���
 ���� ��	���
� ���
 ���	����
 ������ �
� ���

��
����� ��
 �����	�� �� ��������� ������	��
 �	������� � ("� �� ���
�� �� �� 	���


	��� �� ����
��� �
 	��� ��� �� ���	����� ������
��� ��� ��� �
������� �� �������

#���� �� ����� �� �� �	��� �
� ����		� �� ���
 �
���� ����� )��� �� *����		 +�	�,�

���� ����
�������-� ���
�� �� �� ������ ����� ��		�� ����� �� 	���� �� �
�������

�� 	���
�� ��� 
���	�� �� ����� ����� �� �� �����
��� .� �� ���� ���� ����� ���

�
�� ��� �� ���	����� ������
���� �� ���
 ���
�� ������ ��		 
���	� �� �����#��&��

	����� �� ������ ��� ������
 ��� ���������	 )+
�		���� ������
���- �
 ������	 )/��

��� ������
���- ������� '�
 ����������� ������
��� �� 
��� �� ��
� 	��� ��� �� �

��
���� �
���	� ����
 �����	���� ������
��� ����
��

������� �����	
��� ��		���� ��
�������

+
�		���� ������
��� ����
���� �� ����
������ �� 	��� ��� ���� ��������� ������	

������� ��
������� ��� ���� �� ��
������� �� �� 
��
������ ����� � ("� 0 ��
�����

��
������ �� �� 
��
������ ������ �� ������ �� ���������	 ������� ���� �� � �
���

����������	 ���
������ �
������ +������ �� ����� ���� �� �
���	���� �� 	���
 	���

�� ���1��� �� � 2���	�
 ���� ��� ������ � �
������� ������ 0� �������� �����

�� �����
��� ���� � ������
�� ����� �� �	���	� 	���
 ���
�� ��� � ������

.������ ������	 ��	��� ��� �� �������
 	���
 ����� �� ������	 ���
�� ��� ����

��	��� �
����� �������� ���
������ �� �� ������ ��� �	���
���
������ ��� ��� ���

����� +
�		���� ������
���� ��� ��������� �� ��
��� ���������� �	������� ������	��


)#+#- �� �� 	���
 ����� �� 
��
������ ����� ��
������ ������ �� �� #+# �� ��

����� �� � +
��� ��

�
 ��� ����		� ������ �� ������
�� ����� �� �
�������

�� �� �������� ��
������ �� �� �������� ������ ��� �����	���� ����� ��� ����	�


�3��� ���� �� �� �������� ����
 ��� ��� ������ �� 	���
 ���
���



�� ������	 
� ����������� �� ����	 ������

��� �������	
 ���� νB �� �� ���	����	����� ������ 	����� ��������� ����� 	�� ��

	��	����� ����� 	���������� �� �����
 ��� ������� ���	� ������ �� �� !

νB =
2va �|k|
2π

=
2van

λ
. �"#$%�

&������� � ����� �� va = 5960�'� ��� �� ����� �� ����� �� ����� ����	� ��� �

�����	��� ����( �� n = 1.45 � � ��������� �� λ = ��� ����� � � ��������� ����

�� νB ≈ �)#%*+, ��� Δλ ≈ 5.77 · 10−11 � - $#)) ���# ��� ����� �������� PB ���

�� ���� �� �������� ��������� �	������ 	�� �� �����(����� �
 ��%!

PB ≈ 21 · Aeff

gB(ν) · Leff

�"#$.�

��� �� �������	
 �������� ��������� ���� 	��/	��� gB(ν)# ��� �0�	��� �����

Leff = 1/α · (1− e−αL)L �		���� ��� �� ����� ��	����� ������ ���������� ��� �

�� ����������� α �� �� 1��� ��� ����� L# ��� 2�2 �������� �� ��	������ �� ��

�������� �� �� ���� ������ ΔνP �� ������ ��� �� 2�2 �������� ΔνB ���	� ��

������ � �� ������� �� �� �������# ���� ��	����� 	�� �� ���	����� �
 � ����1��

��������� ���� 	��/	��� g̃B(ν) �� !

g̃B(ν) = gB(ν)
ΔνB

ΔνB +ΔνP
. �"#$$�

���������� ������ �������� ����	�� ���� 	����������
 ����� ���������# 3�����

���������� 1��� ������ ���� � ����� ����� ��������# 4� � ������ 5���� �	������

�� ������
 �� ��� ��������� �0�	#

������� �����	
��� 
�
� ��
�������

6���� ��������� �	������ ���	����� �� �����	��� �� ���� ��� �������	��� �	����

�	�� �������� 5���� �	������ ���	����� �� �	������ ��� � �����	���� ���

���������� ��� ��������� ��������� �� ������ ����	���� ����	�� ��������#

7����� "#% ����� �� �������� �����	����# 8�����
� ����� �� ��������� � ������

���������� �2����������� ��	���� �� ��	���� ����� ��� ������ �����
 � � ���

�������� ��� ��� ���	� ������ �� � �	����� ����� ��� ��� ����� �����
# ���

�������	
 ���� �� 5���� ���� νR 	�� �� 	��	����� ����� 	���������� �� �����


h̄νR = |h̄νi − h̄νR| . �"#$ �

�
��	�� 5���� ����� �� ����	� ��� �� �� ����� �� �9 �+, �� ! ��� Δλ ≈ 3.45 ·10−8 �

- %.#$ ���# ��� ���� 2���� ������ ��� ������� �� ����� ��	���� ������ ���



���� ���� ��	
�� �

��������� �� 	��
�� ������� ��������� ��������� �� �� ���������� �� �� �������

�� ����� ���������� ��� �� �����������

�� ����� ������� PR ��� �� ����� �� �� ���������	 
���� ��������� �	�	� ���

�� ������������ �� � !"

PR ≈ 16 · Aeff

gR(ν) · Leff
�#�$%�

��� �� ���&����� ��������� ����� ���� ���'����� ��������� �� gR(ν)�
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dẼ2

dz
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(
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 ������� 
�� ���	


� ���� 
��	���
�� ��
��	 � ���
��	 1.� . ������ ��4��
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��� �������	
 �� ����
 �� ��� �������� �� � �������	� �	��� ���� ��	�� �� 
�������

������ ����� ��� �� ���
 �� ��	��� � ������� ���� ��� ������������� ����	�� �� ��	���

��	� ��������
�
 	���� ���	� �	�� ��� ��� 	���� ����������� �� ��� �	�

���!

" 50/50 ��� ��	����� 
�#�
�� ��� ��� �� � ����� ��
 � ������	
 ����! �	�� �����

��� ���
 �� ���	� 
������� ���� �� ������ �� ������ ��� ����������� �� ���� ���! "

������ ����������� �� ���
 ��� ��	��� ��� 
����������	����
 ���� ��
 � 	���� ���

�� ���
 ��� $$ ���� ���� � ���� �" �� ���� �� ��
 �� ���� ��� ��� ������!

" %��#��� ������ ��� �� ���
 �� 
���	�� ��� ����� �����! ��� �����������
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��� �� ��� '�
 ����� ����
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��� ��� ����������� ������ M2 ��
 ��� �" ��� �� ��	��	���
 ���� ����� ����	��!

" +�� ����� ��� �� ���
 �� ��
����� ��� ��		����
 ��� ��� �

������	 �������
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 �� � �����
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� �� ��������� ��

������ ��� ���������
 ����� ����� �		��� �� ������ ��� ����� �� ����� ��������
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 ��� �	�

��� �� ����� ������	� ������������! �� 
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 ������ � ������� �"� ��� �� ��������� ���

�� ���	��
! ��� ��� ��� �	�� �� 
������
 �� ����� ��������� ���	� ���� �� ���

�������� M2�	

 ����� ������� #��� ������� ���������� �� ��� ��� �������!

����� ����	
���� �� �� ���� ��	��� ��� �� M2
����

*� �������� ��� ��� 
������ �� ��#���	 ��������� �� 
������� ��� ��� �������

�����
��� �� ,-. -���
��
 ///)0 1'23� � ��� ������� ��������� �� ��� ���

����������� ������ M2� ���� ���� ��� ��	� �� ��� �� ��
 ��� ��� �� �����#�
!

"� 	���� /4 ���������� ��#� �� �� �� ��5 ��	� �� ��� ������ ��� ����� �� ���

6��	���� 	����� �zR = πω2/λ� �� ���� ��
�� �� ��� ��� ����� ω ��
 ��� ����� ��	�

�� 	���� ��� 6��	���� 	������ ���� ��� ��� �����!

" �������	 ��� ���	���� ��������� M2�	

 � �� ���
 ��� ���� �������! " ���#�

�� ������� �� �������� 
����������� �� ��� ��� ����� ω ��
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Θ �� ��	��	��� ��� ��� ����������� ������ M2! " ��������� �� ���
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��� �� ��� M2�	
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� ��� 
�#���! ��� �#��	� ������ ��� ���	���
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������� �	�	 �����	� �� � ���	� ������� �� Δn = 0.02 ����� �� ���	���	 ��
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��  ���	 ����	��	 �� ��	 ����	�� /���	���� ��	 ���	 ����� ���� rco = 10 �� ��
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