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Das Strahlwerkzeug Laser gewinnt zunehmende Bedeutung für die indust-
rielle Fertigung. Einhergehend mit seiner Akzeptanz und Verbreitung 
wachsen die Anforderungen bezüglich Effizienz und Qualität an die Geräte 
selbst wie auch an die Bearbeitungsprozesse. Gleichzeitig werden immer 
neue Anwendungsfelder erschlossen. In diesem Zusammenhang auftreten-
de wissenschaftliche und technische Problemstellungen können nur in 
partnerschaftlicher Zusammenarbeit zwischen Industrie und Forschungs-
instituten bewältigt werden. 

Das 1986 gegründete Institut für Strahlwerkzeuge der Universität Stuttgart 
(IFSW) beschäftigt sich unter verschiedenen Aspekten und in vielfältiger 
Form mit dem Laser als einem Werkzeug. Wesentliche Schwerpunkte bil-
den die Weiterentwicklung von Strahlquellen, optischen Elementen zur 
Strahlführung und Strahlformung, Komponenten zur Prozessdurchführung 
und die Optimierung der Bearbeitungsverfahren. Die Arbeiten umfassen 
den Bereich von physikalischen Grundlagen über anwendungsorientierte 
Aufgabenstellungen bis hin zu praxisnaher Auftragsforschung. 

Die Buchreihe „Laser in der Materialbearbeitung – Forschungsberichte des 
IFSW“ soll einen in der Industrie wie in Forschungsinstituten tätigen In-
teressentenkreis über abgeschlossene Forschungsarbeiten, Themenschwer-
punkte und Dissertationen informieren. Studenten soll die Möglichkeit der 
Wissensvertiefung gegeben werden.  
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L/ cosβ� ����� β << 1rad ��� ��� ��� �
� �������������� sin β ≈ β ��	 cos β ≈
1− β2/2� '����
�� ���
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!��� ��� ��"����� #��� �H� ��� �������� #��� �E� ��� ��"����� ��� ������� �B� ���

��� �������� ��� ������� �D �� 
��� �� ��� ���� ����"� ������� ρ ��� ��� ���� �������

������� �J ��� ���
����� �
����	�� �� $� ����� ��� �� 
������ ��

∇ · �D = ρ %& ��'

∇ · �B = 0 %& �&'

∇× �H = �J +
∂ �D

∂t
%& �('

∇× �E = −∂ �B

∂t
. %& �)'

*�� ���+	��� 	� �	��� ����"�� ��� �������� �	 �++���� �������� 	� ��"����� #����

��� �� ��+������ �� ��� �������� +	����,���	� ������� �P ��� ��� ��"����,���	� �M ��

�D = ε0 �E + �P %& �-'

�B = μ0( �H + �M) %& ��'

�J = σ �E . %& �.'

*���� ��#����	�� ��� ������ �	���������� ������	�� ������� ���� �������� ��� ������	��
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��� �E ��� �D �� 
��� �� �H ��� �B !��� ��� �	���������� ������	�� ��� ���

���
����� �
����	�� ��"�� +�	+�"���	� �� ������ ��� �� ��������� /��������� �����

���� �� ��� 	� "���� �������0

� ρ 1 0 0 ����� ��� �	 ���� ����"��

�
�J 1 0 0 ����� ��� �	 ��������

�
�M 1 0 0 ����� �� �	 ��"����,���	�  
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∇ · �D = 0 ������

∇ · �B = 0 ������

∇× �B = μ0
∂ �D

∂t
���� �

∇× �E = −μ0
∂ �H

∂t
. ������
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���" ∇×∇ × �E = ∇(∇ · �E) −∇2 �E ��

���� �� ���$ �
� �J = 0 ��� ��%� �������


∇(∇ · �E)−∇2 �E = −μ0
∂2 �D

∂t2
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&�� ��� ���
���
 	��� �� �����
��� '�� �������
 &�� ��� ��#
���
 	��� 
�
 �� &��
�

�
 �
 �
���#��� ��"�

(� ���� ���
� �
�" ��������
 ����� ��
� �� #���� ������� ����&��
#�

� ��� 
�
���)

����� '����&���� �E || �P �
� �D || �E �� �
 ��� 
��� �& �����#����
 �
 &��� ���
�� (� �


�
�����

�� ���� ������� ∇ · �D = ∇ · �E = 0 ���
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∇2 �E = μ0
∂2 �D

∂t2
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∇2 �E = μ0ε0
∂2 �E
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∂2 �P
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�P = ε0

(
χ(1) �E + χ(2) �E2 + χ(3) �E3 + ...

)
. ����*�
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∇2 �E = μ0ε0
∂2

∂t2
�E + μ0

∂2

∂t2
ε0χ

(1) �E ������

= μ0ε0(1 + χ(1))
∂2

∂t2
�E . ������

���	 μ0ε0 = 1/c2 ��� �	� ��
����� ������������ ε = 1+χ(1) �	� 
����� ���� ������
�

!�� "� ����
�#�� �


∇2 �E =
ε

c2
∂2

∂t2
�E , with ε = n2 ����$�

∇2 �E =
n2

c2
∂2

∂t2
�E . ���%&�
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�
��
� (
� �	� �������! ����

∇2 �H =
n2

c2
∂2

∂t2
�H . ���%)�

*	� �������
�� ������
�� ��%& ��� ��%) (
� �	� �E ��� �H #�
� ��� ��!
��
�� "�� �	�
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 #�
�� ��� ��
���� "� "
������ !
�����
��� �( �� �����(�!� "������ ��
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( �	� �����(�!� ����
��� ���	 �	� ��"�!����� ) ��� �� ��� ��
���� "� +)�,

�en

(
�B2 − �B1

)
= 0 ���%��

�en

(
�D2 − �D1

)
= 0 ���%%�

�en ×
(
�E2 − �E1

)
= 0 ���%��

�en ×
(
�H2 − �H1

)
= 0 . ���%-�

�	�!	 ����� �	�� �	� �
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 !
��
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( �B ��� �D �� ��
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��
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E = E0Ψ�� ���%��

!�� "� ���� ���	

Ψ = Ψ(r,φ); � = �(z) = eiβz; � = �(t) = eiωt . ���%��
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neff = β
λ
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0
2 + κẼ0
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∇×
(
∇× �H

)
= −n2

c2
∂2
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�"

#���� �� �"���"��	�� �� 	�� �
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� 	�� ��"���	�
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∇×
(
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0
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 ��� ��	��� ��� 
����������	�
���
 ���
� ��
 � 	���� ���

�� ���
 ��� $$ ���
� ���� � ���� �" �� �
��� �� ��
 �� ���� ��� ��� ��
����!

" %��#��� ������
 ��� �� ���
 �� 
���	�� ��� ��
��� �
����! ��� �����������

��
� ��
 ��� �
�	�������� ��� �� �
&����
 ��
 �� ���� ��� �� 
����
 �� ����� ���

�
��� �� ��� ���
 ����� ������� �� ���	���
! ��� 
��
����� �� ��� ����� ��
 ������	



������������ ��� 
����
���
 �����
��� �� ��� '�
 
�
���� 
����
 �'!()�! *����

��� ���
 ����������� ������ M2 ��
 ��� �" ��� �� ��	��	���
 ���� ����� ����	��!

" +�� 
����� ��� �� ���
 �� ��
����� ��� ��		�
���
 ���
 ��� �

������	 
�������


����! ��� ��������� ��� ���
 ��� �� ��
������
 �� � �����
��
� �� �����
���� ��


������ ��� �����
����
 ����� ����� �		��� �� 
������ ��� ����� �� ����� �����
���

��
 �� ��� ���� ��
 ��� �	�

��� �� ����� ������	� ������������! �� 
����
��� ���

�
���� �� ����� ����� �� ����������
 ������ � ������� �"� ��� �� ��������� ���

�� ���	��
! ��� ���
 ��� �	�� �� 
������
 �� ����� 
������
��� ���	� ���� �� ���

�������� M2�	

 ����� ������
� #��� ������� 
������
���� �� ��� ���
 �������!

����� ����	
����
 �� 
�� ���� ��	�
�� ��
� 
�� M2
����

*� 
�������� ��� ���
 
��
���� �� ��#���	 ��������� �� 
����
��� ��� ���
 �������

�����
��� �� ,-. -���
��
 ///)0 1'23� � 
��� ������� 
������
��� �� ��� ���


����������� ������ M2� ���� ���� ��� ��	� �� ��� �� ��
 ��� ��� �� �����#�
!

"� 	���� /4 
������
���� ��#� �� �� �� ��5 ��	� �� ���
 ������ ��� ����� �� ���

6��	���� 	����� �zR = πω2/λ� �� ���� ��
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�� 	���� ��� 6��	���� 	������ ���� ���
 ��� �����!

" ��

�����	 ���
 ���	���� ��������� M2�	

 � �� ���
 ��� ���� �������! " ���#�

�� ������� �� �������� 
����
������� �� ��� ���
 ����� ω ��
 ��� 
�#������� ���	�

Θ �� ��	��	��� ��� ���
 ����������� ������ M2! " ��������� �� ���
 �� �	��� ���

���
 �� ��� M2�	

! ������� �7��	���� ��
 ����
� ��� �� ���	��
 �� 
������� ���

����� �� ��� ����	� �������#� ��
���! " ������	� 	��� �����		� ����� f = 500

�

�� ���
 �� ������ � ���
 ����� ����
� ��� 
�#���! ��� 
�#��	� 
������ ��� ���	���


�� �
��� 
������� 	�������� �� ��� ���
 �� � /' ��� ��
��� �� � �����
 �� ����� )!)!



���� ������	�
��
 ����� ��

����� �����	
 ���
��

��� ������� 	
���� 
� 
 ���� �
� �� ��
����� �� �
��
���� ��� �
��� ��
��������

���
��� ��� ���� ���� �
 ��� �
��� ��
�������� ���
��� ��� ���
���� ���� �
� ����

���� 
 ��������	� 	
��� �
������ �� �
� �
 �� ������� ��
� ��� �
��	��� ��������

�
�� �
� ��
��� ������� ����� ��
���������� �
 ��
���� ��� 
�����
��
� 
� ���

���� ����	�� ��� �
��� ��
�������� ���
��� 
 	
�� ����� 
� ���� �� ��
������

����������	�� ���� ���� �� ��� �� ���� 
 �
�� ��
�  ��� 
 ��
�� ����� �� 	��� ����
��

���������� ��� ���� ����
��� �
�� ����� ��� ���� ��
�� ��
�������� 	
��� �� �
��	��

��� !� �
��
���� ��� �
��� ��
�������� ���
��� ��� ��
�� �
�� P short
out �
 ��� �
���

��
�������� ���
��� ��� �
��	��� ���� P long
out 
�� ��
������ ��� 	����� 
� ��� ���

�
�� (Llong − Lshort) ��� 
�����
��
� �� �!"�� �
� �
	��	
��� ��

α =
10 log(

P short
out −P long

out

Pin
)

Llong − Lshort
dB �#�$�

����� ��� 	����� �� ��%�� �� ���



�� ������� 	
 ������
����� 
������



������� �

	
����
���
�
 �� ����
���� �
����

������� ���	
���� 
���� ���� ���
���� ��� ���
�
��� ��
�� ��� �
�����
�� ����� ���

�	�
��� 
� 	������ �� ���� �� ��� 
���� ���� �����	�� �� ��� ���� ������ ����

����
��� ���� ���	
���� 
��� �����
��� �� 	���������
�� ��������� ��� 
���� ����

	����	���
��� �
�� ��� � ���
����� ���	�
��� 
� ��� ����
��� 	�������

�
��
� ��� ������� 	������ ��� ������� �� �
�����
��� ��� � ���
����� ��� 	�������

��� �
�	������ !
"����� ����������� ��� ������ 
� ��
� 	������ �
�	� ���� 
����

���� ���
�
��� ��� ��
���
�	 ������ #�
�� $%�% �� ����������& ��� ������ ��� 
���

������ #�
�� � ���������� �� ����� $%'% ��&� (�
��� � ��������� )�* ����	� �
��

� 	����� ���������� �� $%+% �� ��� ���� ��� ��� 	����	���
���
�� �� ��� 
�����

��� �����	
�� 
�����

��� 
��� ���
�� ��� ����
	��� ������	� 
� �� ������� ������� 	���� 
� � ��� ����

���� �
�� 	����� �
�� ��	� ������ ��� ����� �� ��	� � ����
	��� 
��� �
�� ��

�
���
����� ���� ��� ����� 	��� ����� ��
	� 
�	������ ��� ���� 
��� ���� 	�������

�� ��� �
�������� �� ��� 
��
�
���� 	����� ��� �
�������� �� ��� 	������ 	���� ���

���	����� �����������

����� ������	
� �
 ���	
�� ����������� � ���	
�� �����

��� 	����������� ������ ,-./ �������� ���� ��� 
���� �
��
� �
"����� 	���� 	��

������	����� 	����� �
���� 
� ����� #�������
	& �� �
�� � π������ ��
�� �������� ��

�� ���
����� #���
�������
	&� �� �������0 ��
� ����� �� 2N ���������� ��� � ������

��



�� ������	 
� �
����������
 �� ��������� ����	�

�� N ������	
��� ��
��� �� ����
����� ��� �������� �� �� ������� �� �������
 ���

��
��� ���� �� ���� ��� ��
���

������ ��	
 ��������� 	
���� 
�� 
������������ 	������ ����
��� �� � �� �
��������

	���� ������ 
� ������������ ����
���� �� ��� � 
�� !� ��" #�� �����

 ���

������� �� ����

��� �� 
 ��
� ��

� ������� �������� ���� 
 ����� 

��� ���

������������� ����� ���������� ���� �����"

����
� ��� ����� ��� ���������� ������� ��������� �∝
∣∣∣ �E∣∣∣2� �� ��� �����
���� �� ���

��������� ��
�� ���� rco = 0.5 �
� ����� �
� ������� ������ � ��

�� �������� ��

��
� ������� ��
 ����
��� ��
� ����
������� ��� ��
�� ���� � � �� �!��� "�#$ ��� �

���������� �� ��
 ��� ����
�� ��
 ��� ������������

 � �%������� ��� &���� ��� ������ ��

��
������� �� ����� �� ��� ���� ����� �


������

��
������� �� ����� �� ��� 
���� ����� ��� ��
��� ������� �� ��� �� ���



���� �����	
�� 
����� ��

���������	 
��	��
�� 

���
���
��� 
��������	 ��	 
��	��
�� 

���
���
�� ����� ��	 ��
�

������� ��	 �	��	� �� ��	 ��� ���	�� �� ��	 ���	 �� ����	��
� �����
��� ��	 ���
���


��	��
�� �	��		� ��	 ��� ���	� 
� 
���	��	
� ��	�	��� 
�	 �� ��	 ����	���� ��	�	

��� �� �	 ���
�
�� �� ���
��
�� 
��	��
�� 
� ��	 ���	 �� ���
����	��
� �����
�� ����

�	�� ��	 

�����	 �� ��	 ���	� �	���	� ��� ����� �� 
� ��	 ���	 �� ���� �	�����
����

�� ����	 �	�����
���� ��	 ����	��
� �� �	�� �� ��	 ���
����	��
� ���	���
	� ��	

�	�� ��� �	
 
� ��	 �	�
�� �� ��	 ���	�� !�	 ���	���
	� ��� ��	� �	 	���	��	
 ��

���	����
�
��� �� ��	  	�
� �� ��	 �
���	 ���	� �� 	��	��	
 ���� ��	 �	�������
��

��	��� ��
	"� 
	���
�	
 
� �����	� #�$� !�
� ��	��� ��� �	 ��	
 �� 
	���
�	 �	�%��

�����	
 ���	��

	�� &��	�	�� 
� ��	 ���	 �	�����
�� 
� �	
��	
� 
� ��	 	�����	

����� �	�	 ���� $� �� #'��� ��	 �
����
�� �����	�� !�	 ����	��
� ���	 
� ��
�� �	��

��� �	
� ��� 
� ��	 ���	 �� ���
����	��
� �����
�� ��	  	�
 
� 
	���
�� ���� ����	�


��� ��	 ���


��� !�
� ��
	 ��� �� ����	� �	 
	���
�	
 �� � �
���	 ���	����
�
��

�� ��	  	�
� �� ��	 �
���	 ���	� �� 
	���
�	
 �� 	(���
�� #�')� *	�������
�� ��	���

������ �	 ����
	
� ��
 ���	�
��� �	���
� ���	 �� �	 ��	
�

!�	 �
�����
��� ����	
� ���� 
� �	�	��� ��	 
������	 ���	���
	 ��� � �
��	� 	��

�	��
�	 �	�����
�	 
�
	� ���� ��	 ���
�����	 ��
	 ��
 
� ��	�	���	 �	��	� ��� �	


��
 �	�� �	��
�
�	 �� 

�����
��� ���� �� �	�
�� +� ��	 ���	� ���
� ��	 ��� �	�	��

�� ��	 ���
�����	 ���	���
	 
� �	
��	
 ������	
 �� ��	 	
�	���
	 �� � �
���	 ���

�����	
 ���	� ,	
��
�� ��	 

�����	 �	��		� ��	 ���	� �����	� 	�	������� �	����� 
�

� �
����
�� ��	�	 ���� ��	 
������	 ���	���
	 
� ��� �	
� ��	�	�� ��	 ���
�����	

��
	 ������ �	 ����

	�	
 �� � ���	���

	
 ��
	 ������	� !�	 ������ �����
�� ��

��	 ��� -. ���	��

	� �	����	
 
� ���� ��	 ���	���
	 �
�� � ���� ����	� ��
	

 	�
 ��	��



�� ������	 
� �
����������
 �� ��������� ����	�

����� �����	
 ��

	

��� ������� 	��
����	 
���� ������� ��
� �� �� �������� �� �
�� 
 �����
��� ����

���
� ���	�� ���� ��� ���	
����
� �����
�� �������	�� ���������� 
 	����� ����

�� �	����

� �� 
���� �
� 	�������	 �� ��	�� �� 

����� 
 �
��� ��	� ���	 
��
 �����

������� ��� ���� ��  !"#�

$����� %�& ����� 
 ��
���� �� ��� ���� ��	 �

� �
��� �� 
 ��
���
��� '()�* �����

��� ����� ��	 �� ��� ���� �
� �������
��	 ���� ����� ������ +		�����
���� ��� 
����



� 	���
��� �� �������	 ���� ��� ���� �� 
 �

����� ���
���� ��
���
��� '�,�*�

,

� ������ 
��� �
� 
 	�
����� �� &�� 
�	 
 -+ �� "��".� ��� 
���������
�����

	���
�
� �� %�%�� 
�	 ��� 
�
		��� 	�
����� �� ��� ���� �� &%"���

������ ��	
 ���������� �	�
�����	 
���� �� 
	� ���� ��� ���� ��� � �������� ����
���

���������� 
���� ���
��� 
���� �� 
	� ���� ������ �� � �� ���� ������
���

�� �� ������� ������

���������	 
�� ��
��� �� ����� ��� �������	 
���� ����� ���
���� ������ 
� ��
���


�� 
��� ���� ���� Aeff ��� 
� �
����� 
�� �������	 
� ���� ����� �������� ���
��

��� �������
�� ��� 
������� �� ��
����
� ���
����
���� �� 
�� 
����
�

�� ���
 ���

����� �� �	��� ���� ��� 
������
��
� ��� �� 	��� �	���
��
 ��
� 
�� �������
�����

 ����� �� 
�� ��
����
� ���
����
���� ����	 
�� ������ ���� ��� ����� �� ����� ������

����� �������� �
� ��� ������
����� �� ��

�� ����� 
� ��
���
��
� 
��
 
�� ��!

����� �����
��� ������
� � 	��� ������� ��
� � �������� ���
�

"� � �����
# 
�� ���� ��� �� ���� ��$� � �
������ %& ���� ��
���
 
�� ���� ���


��� ���������� �� ���� ������� %�
���
���� �� ��

!������� ����� ��
� 
�� ��
�

Aeff ������# 
��
 
�� ������� �� 
�� �����
��
�� 
��� �� � �
�� ����� ���� ��� 
��

�����
��� �� 
�� '(!���� ���� ��� �� ��	��� 
��� (()� �� 
�� '(!���� ���� �� �������


� � %& ���� �����# 
��� ���� �� �� �����
��� ��*����
��
 
� ������� �+����
 �������	�

��� 
�� '(!���� ���� � �����
��	 �" �� ,�,-. ��� �� Aeff �� /0��

2 ���� ��
��
����



���� �����	
�� 
����� ��

������ ��	
 ���������� �	� 
������� 
	��	�
�� �
���
���
�	� �� ��� �� �	� ��� �� �� ���

������� ����� �
	� ���	� ���	� ��� ��� ������ ���� ��� ������� �� ���
� �
	��

�	� �����
�	 ��� �� ������ �
	���

���� ��� ���	
��� ����
 ��� ���
���� ����
��	� ���	� ���
�	 ��� ���� ���	� �� ���

�������� ���
�	 �� �� = ���� ��� Aeff = �����2 ����� �� ��� 	��
������	� ���   

��	����
���� !��
�� "��# �	 �		�������� $�
		����

��� %&
���� ���� '�	 ��	� ����
��� �� ��� �������� ��	 
�������
�� ��
���������

���� !()*�# �� +���� (� � 	����� ����
����� �
� ��� ���� '�	 ����
��� �� ���

�������  ����'��� ��� ��� ( ,- �	 '����

��� ���	
��� �	 '��� �	 ��� 	��
����� ��		�	 ���	
	 ��� ������� ������� ����
	 ���

	��'� �� ��
�� "��� �����. ��� ���	
������	 !����� 	�����	# ��� �� ���� ���������

'��� ��� ����������� ����������	 !���� ������	#� ��� ���� ����
��� ��  ����'���

	��'�� ��� �����	� ������� ��		�	�  �� 	���� ������� �����. ��� ���	
��� ��		�	

��� ��'�� ���� ��������� �� ��� ����
������	� ���	 ��� �� ������
��� �� ��� ���	��


������� �/��� !������� 0���%# '���� '�	 ��� ��1�� ���� ����
�� �� ���	 	��
�������



�� ������	 
� �
����������
 �� ��������� ����	�

������ ��	
 �������� �	

�� ���
�
�� ��� ��
��
���� ����� ����
��� 
����������� 
�����

�� ������� 	
��� �������� 
� �������� ����
�����

������� ���� 	
���
� �� 
�� ������� �����

�� ������ 	
�	 	
� �����
�	�� ���
��� ����� 	�������	 ����� ���
	 ��	
 � 
��
 ����

�����	�� 	
� ���� �������	��� ��
	�� M2 ��� �������� ��� �������	 ����	
� ���

������� ����� ����� 	
� ��������� �� ����
�! ��� ����������	� ���� ���������

�

������ 	� 	
� "�# ���$% �	������ &'() ����� 	
� ���� �������	��� �����*�� ������


�� M2 − 200 +

��	�� $!'!,-! �
� M2���
	��� �� ��� ����������	� ���� ����� 	
��

�!�! � 	���
�� �����	 �� 	
� ����������	 �� � ���� 
���	�
 ��	����� ��	�� � ���
���

���� �� �
��� �� ����� .!.! "� 	
�� 
���� 	
� �����	��� ���� �������	��� ��
	�� ��

M2
x ≈ M2

y ≤ 1.03!

�� ���	
�� ����� 	
�	 	
� ���� �� ������ �/ ��� ���� ��	 ���� �������� 	
� ����

�����	� �� 	
� ���� ������ 	
� ���� �� 	
� ������ �������
� ����� +��

�� 0����	�

�

��1- ��	
 � ��������	
 �� �2,2 �� ��� 
������ ��	� � 
����� // ���� +3� 4 2!''�

'22�� 
��� �����	��- 	� �����
� � 
��
�� // ����� ���� �	 	
� ���� �5�	!

�
� ���� ��� ��� 	
�� ��		�
������ 	� � �
��	 ���
� +�!%�- �� 	
� ���
��� �����

	
�� ��������� ���������� 	
� 
��� �����	�� �� ���� �� 	
� 3� �� 	
� ���	�
��� ����!

 ��� �� 	
�� 
��� 	
� �������� M2 ��	�� 	
� ���
��� ���� ��� ���� 	
�� �!�! �
��


������ �
��� 	
�	 	
� ���� ���1� �� �� �6
���	 �/ ��	�� �
�

 ���� ��	 ����� ���

7#/�!



���� �����	
�� 
����� ��

������ ���	 �������� ���	 
�����
 �
��� ��� ���
��� ����� ��� 	������	��� �� ���

���������� ����
����� ����������� ������� M2�
�
���� �
 M2
x ≈ M2

y ≤ 1.03

��� �� ��
�����
��� �
 ��� ���	 �
 �� !�

������� �� 	
� ���
��	
��	�
�� ��
� ��� 	
� 
����	��� ������	�� �� ��	����	� ����

	
���	��� 	
��� ��� M2����	�
� �
� ����
�� ��
�
������ ����
�� �������	���� ��
�

��
��
��� 	� ��
��� � M2 ����� 	
��
�	������� ��
 	
�	 ��
����� 	
� �� ���	
���	���

��	����� �
�� 	
� ����� ������	��� ��� ���� 	� �������	�� 	
� �� ��	
 	
� 
���

�� 	
� !�
�

�" ��	��
�� #$�%&'�

( ��"
��	��� ��		�
� �� ������� �� 	
� �� �� �
��� �� )��
� &�*� +�����
� ����
����

	� 	
� �������	���� 	
� ��"
��	��� 
���� ���� ���	
���	� 	� ����	 ,�-% 	� 	
� 	�	��

��	���� ��	����	�� ���� ������� � ����
�	
��� ����� �� ���� 	� �
�� 	
� ��	����	�

��
��� ����� 	
� ���� �.�� 	
� ��"
��	��� ��		�
� �� ����
�� ��������

/� ��
	
�
 �����	���	� 	
� ��0����� �� 	
� ��"
��	��� ��		�
� �� 	
� ���� �
������

	��� ���	�
� 	
� M2 ��� �������	�� �
�� 	
� �� ��� �� ���	
���	����� /
� 
��
��(

��
	� �� 	
� ��	����	� ���	
���	��� ��� �� ��	 �� �
������ 	
� ��1� �� 	
� �
�� ��

�
��
 	
� �� �� �������	�� 	� �����	���	� 	
� ��0����� �� 	
� ��"
��	��� ��		�
��

/
� 
����	� �� 	
� �������	���� �
� �
��� �� )��
� &�2� ��
 ��	
 ���� �.��� 	
�

�������	��M2����	�
 ���� ��	 �
���� ���
 �� � �������	�� 
���� �� * 	���� 	
� 1/e2

���� 
������ 3� 	
�� 
����� 	
� M2����	�
 �� ����� 	� 4�,5 �
��
 ��
��� �.	
�����

���� 	� 	
� �����
����	 �
��� �� )��
� &�&� 3� � ��
��
 �
�� �� �������
�� �� 	
�

�������	����� ��

��������� 	� * 	� 6 	���� �� 	
� 1/e2 ���� 
������ 	
� M2������

���
����� ��� 	� 	
� ��"
��	��� ��		�
��



�� ������	 
� �
����������
 �� ��������� ����	�

������ ��	
 ��������� ����	�
����� �
 ��� �� ���������� 
�	 ��� ����	���� �
 ��� �����	�

�
�	 ������� ��� ���	������ �����	�� ��� 	�� ������	 ����� ��		������ ��

����� ��������� ������� ��� ��� ��	��� �� ��� 	���� ���� ��� ��������� �����

��� ��� ������ ����� �� � ����	������ ������

��� ���� �� 	
���� 
��
��� 
�� �
	��	
��
� ����� 
 �� 
��
 ����� ����
��� 
����

���% �� ��� ������ ��� ���������
��� ��
� ����
�
���� �
���� M2 �� 
�������
�	�

1.25� ���� �� 
 ��
���
�	� �
	�� �����
����� ��� ��
�	
��
 �� �
������ ����� ���

����������
	 ��
��������� 
�� ���
		� 
��� ����� 
 ������ �� �������� �� ��� �
� 

��
 ��
�� �� 
���� ! ��
� 
�
������� ��� ��"����� �� ��� ���� 
�#�
����� 
��	�� ��

����� ��� ��
����
� $��� �� 
 ������ �� �����
	 ��
� 
�
������ �� ��
��
 �� ���

�
���
� ��� 
�#�
���� �
����� �
���� �� �������
 
�����	� ���
��� �� ��� 	�����



��
��� �
��� �� ��� %%& �
���
��

%������ ��� 
�#�
����� �
����� �� �����
�� ��� ��
� '�
	��� �
� �� 
������
 ����


 ��
����
	 ����� �� ���� ���
��� ��� 
�#�
����� �
����� ����
��� ��	� 
 ���� �����

�
�� (��)*+ �� ��� ������ ,� ��		 ��� �
��� 
 ����	�� ��� ��� �-������ �� ������	�


��	��
������ .������� 
����
��� �� ��� 
��	��
����� ��� 
�#�
����� �
����� ����	


�� �	��/�
 ����� 
� 
��������



���� �����	
�� 
����� ��

������ ��	
 M2������� ����	���
� ��� ��
 �
� ���� ��
�� ��
 ������
� M2������� �
�
���

�� ��
 ���
 �� ��
 ��
� �� 
���� ��
 �����
�� �� ����	���
� ��� ��
�
���
 ��

��
 ��

� 
���� �� �	�� �
� ��

� �
�
�� �������
� 
����� � �
����� �����
��

����
 ��
 �������
� �� ���� ����
� ���
��

������� ����	
���
 �� ��� ����
�	���
 �� �����
� ����
� �
�� ����
�
�

�
�������
 �	��������

������� �� 	
� ���� 
����	� ��	����� ��	
 	
� �
�	 �����
� ���
 �
������ �� 	
�


����
�
 ���	�	�	��� ���� �� ����� ��
� ���
� ��
� ���
���	�� �
� ���� �
������

� !�� ���
 ��� 	
� ������� ��������� ��� ��	�
��	�� �� 	
� 	���� �� ���� ��� �
��

����� ���	
�
 �����
� ���
 " #	
 �����
� ���
 ��� �
������ �� 
���� �	 	
� �$%&

�� ����� � �	��'������
�� 	��
��(�� �
� ������� ��
���	�
� ��
� 	
� ���� ��


��� ���
�� ��	 	
� ��)�
��	 �
����	��� 
��� ��� 	� ��)�
��	 
����	� 

"�� ���
� ��
� �
�
��	�
�*�� ��	
 	
� ���� �+��
����	�� ��	�� �
����	�� �� �
��	�


# ! �� ����� � �������	��� ���'��� ��	
 � ����� ����	
 �� f = 11�� ��� � ������

��� ���� ��	
 f = 45��� � �������� 	� � �
�� ����� ,������� ���� ��	
 �� 
��


�-������ �� ����	 86% ��� ��
��.�� 

����� / � �
��� 	
� 
����	� �� 	
� �
�
��	�
�*�	��� �� ��.�
�� �����
� ���
� �
������

�	 ��)�
��	 ������	��� ��� �� ��)�
��	 �
����	��� 
��� �
� �
�	 .�
����� ������� ���


���� �
���� �� �+������	 ���� (����	� ��	 	
� ������ ���
 ����	
 l ��� ����	�� ���

	� �����	� 0��
1 �������� �� 	
� ��
� 
����� �
� ��
�� �����
 �� ��	�
����� 
����	���

�
�� 	
� �	��'���� �
�� �
���
� ���������� 0�
��	�
 ! 21 ������ ���������� �� �����

��
 ������� �
��� ��
 ������� �� 	
� �
���
� 
����	�� �� ���� ��� 	
�� ��
 �
������



�� ������	 
� �
����������
 �� ��������� ����	�

������� �	
�� α ��
���� �� � �� ���� M2
x � M2

y l ���

������ � ���� � ���� ���� � ���� �

������ �� ���� � � �� ���� � ���� ��

�	
��!"�� ����� ���� � ���� ���� � ���� �#�

��$%�� �� ���� � ����� ���� � ���� ��

����� ���	 ���������	
� ���
�	� �� 	�� ��
�
�	����
	��� �� ������� ����� ���� �������	

�
�
�
�	
���� �
����	��� 
�� ����
�	��� �
���

!	&'	( &'� )
�� !'	*' �	+&,�
+ &'� -��-"."&	�( �/ &'� 
�"�� 0(�&'�� �	1*,2&� 	+

&� ���- "22 &'� +,�/"*�+ *2�"( �,�	(. &'� +&"*��"(����"! -��*�++� ��-,�	&	�+ 2�"�

&� " '	.'�� "&&�(,"&	�( �/ &'� )
��� �'	+ �	.'& 
� &'� ��"+�( !'� &'� ��"+,���

"&&�(,"&	�( α +'�!+ &'� 2"�.�+& �	3���(*� 
�&!��( &'� ���*��� )
��+ /��� &'� �	/�

/���(& �"(,/"*&,���+� 
� ,+	(. &'� *,&
"*� ��&'�� &'� "&&�(,"&	�( !"+ �
&"	(��


� ��"(+ �/ �4,"&	�( ���� �'� )
�� /��� ��������� +'�!�� &'� 2�!�+& 2�++�+ �/

"
�,& ����� �
���5 &'� �(� /��� &'� ��$% ��'	
	&�� &'� '	.'�+& "&&�(,"&	�( �/

α = 33 �
��� 6&"
2� ���7�

������� ���	
��
�� ���� �� �	� ��
���� �����

0/&�� 	& !"+ *�()���� &'"& &'� 
�"� 4,"2	&� ��2	8���� 
� &'� ���*��� )
�� 	+ ���

*�22�(& "(� &'� 
�(�	(. 2�++�+ "�� "**�-&"
2�5 &'� ���*��� )
�� !"+ &�+&�� 	( "

'	.'�-�!�� "--2	*"&	�(� 0 /,22� )
�� 	(&�.�"&�� +�+&�� !"+ +�&�,- &� "8�	� -��
�

2��+ ��2"&�� &� &'� *�,-2	(. �/ '	.'�-�!�� /��� +-"*� 
�"�+ &� )
��+� 9,+& -"�&	*2�+

�	.'& *",+� &'� )
�� �(�+ &� 
,�( "(� &'���"22� 	(�,*�� /�*,+ +'	/&+ !�,2� ��4,	��

"*&	8� +&"
	2	:"&	�( /�� *��-�(+"&	�(�

�� "*'	�8� " ��(�2	&'	* +�+&�� " &"-���� -	�*� �/ )
�� '"� &� 
� ,+�� &� �"&*' &'�

���� )�2� �/ &'� )
�� 2"+�� !	&' &'� 2"�.�� ���� )�2� �/ &'� ���*��� &�"(+-��& )
���

�� �+&	�"&� &'� �3�*& �/ &"-��	(. &'� ���*��� )
��5 +�8��"2 +	�,2"&	�(+ *�(&"	(	(.

" .����&�	*"2 +&��&*'	(. /"*&�� F !��� -��/������ �'� +&��&*'	(. /"*&�� 	+ ��)(��

"+ F = d′/d !'��� d "(� d′ "�� &'� ��	.	("2 "(� &'� (�! �	"��&�� �/ &'� )
��

��+-�*&	8�2�� �	.,�� ��# +'�!+ &'� ��+,2&+ �/ &'� +	�,2"&	�(+� �'� +'�	(�	(. �/ &'�

.����&�	*"2 �	��(+	�(+ �/ &'� ���*��� )
�� ���,*�+ &'� ���� )�2� �	"��&�� 6;�97

�/ &'� *����+-�(�	(. +,-������ ,(&	2 " +&��&*'	(. /"*&�� �/ F ≈ 0.62 	+ ��"*'���

��� �8�( 2�!�� +&��&*'	(. /"*&��+ &'� ;�9 	(*��"+�+ "."	(� �'	+ 
�'"8	�� *"( 
�



���� �����	
�� 
����� ��

���������� �	 � ����
�� 
	����
��� 	� ��� ��	�������� 
	��� �

	����� �	 ����


��
�����	�� ��� ��� 
���	� �� ��
������ ���	� ���
 ���
� �� � ��	���
 ��
����

��� ���� ����� 
	������ � ��������
��	��� ���� ������� ��	
��

������ � ���� �

��� 	� ��	�� 18.3 �
 �� �� �
�� � 
����
� !��
�" ��� ���� ����� ��� ��� �#�
	��

���� 
���	� �� 
��
��� �$ ��
��$ �������� ��� �#�
	�� �����

������� 
��
�����	�� ��	��� ���� ���� 
�� �� �
��� �� �$ �������� � �������� ����

����% ���� ���
� �� �������� �	 �� ������ ���� �� ��� �	��	����� ��������� 	� ���

�����
���� ��
�	� F " ��� ��� 	� ��� ������ ���� �� ����
���� �� ����� &�' �$ ���

����� ��	
��� �� 
�� �� ����" ��� 
	�� ����� 	� ��� �#�
	�� ���� ��� ��� ����

����� 
�� �����$ �� 
��
��� ���� ��� ���� 	� ��� ������ �����

������ ��	
 ���������� 	
� �
 ��� ������� ���� 
�� ������� ����������� ���������� 
������

F � � ������� ������ ���� �� ������ �� ����� �� ����� ��� 	
� �
 ��� �������

���� �� ��� ���� ����� ������ ���� ������ ���� �

� ����� ����� 	� ���� ������ ���� ��� �������� ����� ��� �	������ 
����	��

��	
 ������ ������� ������ &�# ��	�� � 
�	�� ��
��	� 	� ��� ��������$ ����������	�

�� ���� �� �
�� (�� ��������$ ��	��� 	� ��� ���� ����� �� ��	��$ ������	�
�� ��� �	

��� 
������� ��� 	� ��� ������ ���� �	 
�%�
�)� ��� 	 ����� ���� ��� 
	�� 	� ���

�#�
	�� �����

�

	����� �	 ���� ��
�����	� ��	�� 99% 	� ��� �	��� ��	
 ��� ���� ����� 
	��� ��


	����� �	 ��� �#�
	�� �����
	�� ���� �� ����� ����� ��� �����
� ���� ����
���



��� ������� 	
 ��
���������� �� ��������� ������

������ ��	
 ���������	 �
 ��� �	��	
��� ��
��������	 �	
��� ��� ����� �
�� �� ����� ���

���� ���� �
 ��� ���� ��
�� 
����� �� ��� ������� ���	
���� �����

���������	
���
 
 ���	�� �
�� 	
��� ���� ��� ���� ������ ��������� 
� �������

�	�� ����� ������ ����� �
� ������� ��	���� 	�� ���� �
��� 
�� 	�� ������� ����

��	� 
 �	
��� 
������� ��
�� ���������� ���	���  ������ �� ��
� !�
��	� 
��

	�
��������� �"������ ��
�������	� ���	 ������ ���� ��������� 	� ��
���� 	��	

������� ��	���� 	�� ��#����	 ����� 	� �����
�� 	�� �"������ �� 	�� ���	�� 
�� ����

	�� ���������� 	� ��	���$� 	�� ������ �
�
��	����

%�� ���������	
� ��	�� ��������� 	�� ��
� ������� �� ����� �� ����� &��'� %�� ����

�
��� �
� ����	 ����� (� �� 
�	�)� ���� ������ �� 
 �
	��������� �
����� ��	� 


��
��	�� �� '��� ����� �
� 
��
���� ��	���� 	�� ���� *�
�� ��
	���� �+*,��

%�� �
��� �
� ������ �� 
 ��������� ����� ������ ��	� 
 �����
� �
)�����	� ��

�-. �� 
�� ��/ �0 �� ��	��	 ������ *� �
������� 
������� 	�� �������� �� 	�� ����

����	 	� 	�� ���� �
���
 
 ���� ����� �"������ �� -.% �
� ��
���� �� 	� 
� ��	��	

����� �� 
���	 1&'0 2.�3� %� ���������
	� �������� ��
����� �����
 
� 
���	���


����� �����	� 	�� 4 �� 	�� ���������
 �
� ���� ��	���� 	�� 	�
�����	 ���� 
��

	�� ����� ��	���

5� 	� 1&.0 �� 
 ������ 	�
��)���� ���� �
� ����)���� 	������ 	�� ����� ������	���

���	�� ���������� 	�� ���� �
���
 	�� 	
���
 
�� �/� �� ������� ����� %�� 	�
���

��		�� ����� ��
��� ����
��� ��	� 	�� ���� ������ %�� �
����� ��	��	 �����

�
� ����	�� �� 	�� 
)
��
��� ����� �� 	�� ���� �
��� �������



���� �����	
�� 
����� ���

������ ��	
� ������ �� ��� �	
�����
��� ����
 ���� ��� �����
���� ��
����
��� ����

��������� ��������
�� �� ��� ���� ����� ��� ��� �
� �
���� ��� ��� �����

������ ��
�� ��� �
� �
������ �� ��� ����
�



��� ������	 
� �
����������
 �� ��������� ����	�

��� ������	
�� 
������� ������� ������

��������	 
�	�� 
�	 �����
� �� ��	� ���	� 
�	�� �� �	��� �� ��	 ���	������ �������

�	�
��	 ���� 
�	� ���	� 
�	 �
�	� �� ���
� ���	��
� �	�	����� �	��		� 
 ����	� �	�

��
����	 ���	� ����������	 �	���� 
�� 
 ���	� �	��
����	 ���	� ��
����� �	����� ����

����
���� �� ���	�	�� ���  �
������	 �������� �
���
� 
�	���

 !� �	�	 �	�����	� �� ��
��	� "�#�$�% 
�� ��	 ���������� ��� ����� ��	 ������
���

����	���� ��
����� �
�	�� 
�	 
�����	���
�� 
�� ����� �� 	&��	���� ��
��	� �����	

��	 ���	 
�	 ���	� �� ��	 	'�
����� "�() 
�� "�((� �� 
���	�	 ����
�� 
�� 	&��	��


�	� ��������	�* ��	 �
�
�	�	�� l 
�� m 
�	 ����	� �� �	 + ����� �	����� �� ��	

��
��	�� �������	 �
�	� ����,�	��	� 
�������� �� ��	�	 	'�
������

-�� �����
����� ����� �� ���� �	����� 
�	 �
����
�	� ��� 
 �
�	�	���� �� λ = 1.070 ���

-�� ���	���� �	����� �	�	 
�
�� ���
��	� ���� "�� ���	� �	�� 	�	�	��� �� ����

�
�	�	���� ��.	 
� �	�����	� �� ��
��	� $�"� /� ��	 �
�	 ��  !� �� �� �
������
���

������
�� �� �	����	 ��	 ���� ��������	� �
�	�� ���� 
 �	�� 
�	 �	�� �
���� λ/10�

��� 
����
�	 �����
���� �	������ ��	 ����	� ���
��	� �� ��	 !0� 
�	 ����
�	� ��

��	 �	����� �� 
� 
�
�����
� �������� ���	� �� 
 ��
���	� �
���� �	���� ����� 1$+2�

3��	�	�* ��	 ��� �� �
�
��	 �� �
����
���� ��	 ���	� 
�� ����	� �� ���
����
���

����	���� 
�� ���
���� 
�	��* ��� ��� �� �	�� ��	��

 	�
��	 �� �� �	���	� �� ������	 ��	  !� ���� ������ �456 ����	��	�* ��	 ����

��
����� �	�	 �����	� �� 
� ���	� �����
�� �� Δn = 0.02 ����� �� 
���	�
��	 ��

7	�������� ��	 ���
��������
�� �	���� �� ��	�	���	 
  ! ���������� �� 
� �����	�

���	 
�� �����	� �������	� �
�	�� ���� nco = nb = 1.45 
�� �7	�����	� ��������	�

�
�	�� ���� na = 1.47�

����� ����	�
	 �� 
�	 ���	 ������

-  ! ���� ���� ��	 ��������	� �
�	� 
� ��
����� �� ������	�	� 
��� �� ���	����
�	

��	 ����	��	 �� ��	 ���	 �
���� �� ��	 ����
�
���� ����	� ������� 
�� ����	��	 ��


 ��
����� �	����� ��	 ����,�	�� �� ��	 ��������	� �
�	� �� ���	� �� 	'�
���� "�()

�
���� %���� !����	 8�%% ����� ��	 ����	� �� ��	 ����
�	��
� ���	 �� ����  !

���� �
����� ���	 �
���� �� 
 ���
������� ��
�	� -� �
� �	 �		�* ��	 ���	 �
����

�
� 
 �
��	 ����	��	 �� ��	 ����	�� /���	
���� ��	 ���	 �
���� ���� rco = 10 �� ��

rco = 20 �� �	��	
�	� ��	 ����	� �� 
 �
���� �� 
���� %8� ��	 ����	��	 �� 	�	� ���	

��������	� ��� ��
��	� ���	 ��.	��



���� ������	
�� �
�	���� ������� ������ ���

�������� �	� 
��� ��
� 
����� �� ��
������ ����������� ��
���� 	��	�������� �����

���� ������ ��� �	� ����������� �� ���� ����� ��
������� �	�� �	��� �	�� ��� 	��	�

����� ����� �� ��� �����	 �� ������ �	�� �	� ������ ��� �

������� ��� ���� ��������

�����
������� �	� ������ �� 	��	������ ������ �� �	� 
������� 	�� �	������� �� ��

��
������� �	�
	 ����� �� ����	�� ������� �� ������� �� �	� ������
����� ���
����

������ ��		
 ���������� 	
�	����
�� ������ �� ��� ����������� ���� �� � �� �
�� � �
����

�
���
���� ����
 �� � �����
�� �� ��� ��
� 
��
�� rco�

����� ������	�
� �
��� ����
�

�� � ���� ���� � ������	� � ���	 � 
��� ������ �� rco = 12.5 �� ��� ! 	��	������

������ �� 
��������� "�� ���
����� ����� ���	 na = 1.47� nco = nb = 1.45#� �	�

�	�
$���� a �� �	� 	��	������ ������ �	��� ����� �� ������ �

������ �� %�&'� ��� �	�

�	�
$���� b �� �	� ��� �����
���� ����� ������ �� ������� �� 
�� �� ���� �� ����� (�)%�

��
	 � � 
�� ��	���� ������ �� ���� �	�� % ��*$�� ������ �	� ������ ���� �����

�� b ≈ 8.25 �� �	� 
��������� ������ ��� ������ ������ �	�
	 �� 
��������� �� ����

�� �	� �����
���� �������
��� +����$����� �	�� ������� ����� ���� ��� ������ �	�


������� ������ ������� "%�&&#� �	� ,���������� ��	����� �� �	� 
���� �� ����� (�)%

�� �	� ���� ��� ��-����� 
��� ����� ��� ��-����� 
�������� �� �	� �����
���� ����
���

.�
������� �	� 
��� ������ �������� �	� 
���� ��� �	���� �� �� 	��	�� ������ �� b�



��� ������	 
� �
����������
 �� ��������� ����	�

������ ��	
� ���������� 	
�	����
�� ������ �� � ��
�� ���� �
�� �25�� ��
� �
�����
�

�� �
�� � �
���
���� ����
� �
�� ��
�
�� ��
������ b �� ��� ����
���� ����
��

��� 
�� ������ �
��� 
��
���� ��� ��
�� ������ �� b ��
�� �
� ���� ��
 ���

������
�� ���	�

��� �� ���  ���
�� ����
�
�
���

������ ��	�� !
�	����
�� �������� β 
� � �����
 	
���
�� "
�� ��� �
�����
�� ���	��

���� �� ��� ���� �����
 kt ��� �� ���
�
�������� ����
�
�� ��� 
���� ����


��
������ b ���  � ��

����



���� ������	
�� �
�	���� ������� ������ ���

��� ����� �� �	
 �	 ��
��	����	 ��� ��� �
����� ����� �������
 �	 �	 �	������ ���


������	 
�����
 ���� ��� ���	������ ���� ������ kt ���� ����� �����

k2
t = n2

cok
2
0 − β2 , with 2.38 �����

k2
t = n2

cok
2
0 − n2

effk
2
0 , with k0 =

2π

λ
��� �

k2
t =

(
2π

λ

)2 (
n2
co − n2

eff

)
�����

kt = ±2π

λ

√
n2
co − n2

eff . ���!�

"� �	
�����
 #� ����� ����$ �	 �	�������	�	�� ��	
����	 ktb = π(2m+ 1)/2 ����

m = 0, 1, 2.. 
�����
 #� ��	��
���	� ��� 
���� %��
 �� � ���� ��&����
 �� ��� �	����

���� ���� ���� �� ��������������� �	
�� ������ �������� ����� �� 	� 
���� %��
 ��

��� ���	�����	 ���� ����� �� �������������� �	
��� ��	 #� ���
 �� �#���	 ��� �
�����

�����	
�� ����� ����'	��� ��� �������� ()� #�

b =
π(2m+ 1)/2

kt
, with 5.4 �����

=
π(2m+ 1)/2
2π
λ

√
n2
co − n2

eff

���*�

=
λ

4
√

n2
b − n2

eff

. ���+�

��� ��	�� ���	 �	 ��! �� 
�����
�
 �	 ��+ #������ �	�� 
������� ������ �� ��� ����'	���

b ��� 
��������� 
����#��� ,-�����	 ��+ ��� � ���� ���
�� ����$ #�� �� 
�
�	
� �	

��� �������� ���������� �	
�� �� ��� ��
� n�� ����� ������ 
�
�	
� �	 ��� ����������


��������� �� ��� �#���

.������$ �	� ��	 
����	 �	 �	����� ��������� ���� 
��������� ����	 #� �-�����	  �//

�	
 ��������� ��� �������� �	
�� �� ��� 
�����
 ��
� ���� ��� ���
 �� ��� ),0

���������	� 1��� ���� �������� �	
�� �	� ��	 ��������� �	 ��
����
 ����� ����'	���

b ���	� �-�����	 ��+� ���� �-�����	 ��	 ���	 #� ���
 ��
����
�� �	��� ��� �����

����'	����� �	
 ��� �������� �	
�� ��	����� �� ���#�� �������

2��	� ���� �

����� ��� �
����� ������ ��	 #� ������
 �	 � ��� ��������� ���
� ��

����	 �	 ��#�� �� � .���$ ��� ��������	 ��� ������
 ���� � ������
 ����� ��� ���

�������� ���������� �	
�� ����� �� ��

���
 �� #� ������� #�� ����� �� ��� ����������

�	
�� �� ��� ���� �����$ n0
eff = 1.44999�� ���� ���
� �� � ����'	��� �� ��� �����	
��

����� b ����	 #� �-�����	 ��+� �������� ���� ��� ����'	��� �� ��� ������	
�� �����

a$ ����	 #� �-�����	  �/+$ ��� ��������� �� 
��	�
 �	
 ���
 �� ��������� ��� ��
��



��� ������	 
� �
����������
 �� ��������� ����	�

���� ��� ���� �	 ��� 
�� 
���������� ��� �������� ����� 	��� ��� 
��������� ��
���

n1
eff �
 �
�� �� ����������� b ��� ��� �������� �� ��� 
�� 
��������� �
 ������� ���

���������� � ��� �������� ����� n2
eff �
 ���������� ���� ��� 
�� ��� �
�� �� ������

� ��� ����� 	�� b ���� �� � �� ��� !�� ������"����� 
��� ��� ���������� ��

�
 ���

������� ���
� �� ��� ������� ��

�
 ��� ��� ����� ����#��

 b �
 ���
� �� ��� ����� ���

������ �� ��� 
�� 
���������
 ����� �
�� � 
����� ��������� �	 ��� ����� ����#��



�� $�� ��� ������� ���������
�

%��� b &�(neff) '�(neff) (�

 )�*+#�,

- . /�00111---- . .

/ 01�2 !�332-- /�0012/4�3- 4�-!- 01��-3 /-!�� 3

4  �13/-12�1- /�0012!-!03 !� ! 1-0��// /�1-2�/

! 3�/ -2! 22- /�0012!-�2/ !� /314!��// /�3123!

0 3�/ 411!02- /�0012!-�20 !� /33 ���// /�3123-

� 3�/ !-44 0- /�0012!-�20 !� /33 0��// /�3123-

����� ���	 �����������	 �
 ��� 
���� �����	��� �
 � �� �� ��� ������� �����������	 ����

��	��


�� ��� ���
������ *���� $��� ��� ������� ����#��

 �	 ��� ��������� ����� ���

����
�
 ��� ��

�
 �� ��� ����� �	 ��������� �������� �� ��� ������������ ��
���

����� �� �5������ 4�33�

���� ���� ������
���� �
 ��� ������ �	 ��� ����������
���
 �	 ��� ������� ��

�
 ����

��� ����#��

 �	 ��� ��������� ������ � ����������� �����
�
 �	 ����� 
������ $���


��������
 �
 
���� �� $���� ��/0� 6�� $��� ��
 � ��������� ����� ���� � ����#��



�5��� �� ��� ������� ����� 7����� ���
89 ��� ��
 � ��������� ����� ���� � ����#��



�5��� �� ��� ���� �����
9 �
 
����
��� �� �5������ 4�33 7��� ���
89 ��� ��� ��

�

�


� ����� ����� �	 b = 4 �� 7���� ���
8 	�� ����� ��� ����������� ��

�
 �	 ��� 
�������

$��� �
 ��� 
��� �
 	�� ��� $��� ���� b = rco = 12.5 �� 7����� ���
8�

��� $��� ���� ��� �����
� ����� �	 b9 ��
����� ��������� �� �5������ 4�339 �
 ����


��
����� �� �������� ���� � ���� ����� ������� �����
 �	 R = 0.5� ��
���
 ��

��

�
 ����� ��� �������� ����
 ������ ���� ��� ��

�
 �	 ��� 
������� $���� '	 ���� 0

���������� �����
 ��� �
��9 ��� ��
��� ���� ��� �����
� ����� �	 b �
 ��� 
������� 	��

:������ ���� �������� 
�
���
�



���� ������	
�� �
�	���� ������� ������ ���

������ ��	
� ��������	 
��	��� �
���� 
� ����� �� ����� 
��� 	���� �� ��� ��������� b 
�

��� �
����	�� ������ ��� ��	� b = rco = 12.5��� 
� ������ b = 8.25��� ��


���� b = 4��, rco = 25��� nco = nb = 1.45� na = 1.47��

��� ������� 	
�� �
���� 
� ��� 
���� ��
 ���
	���� ����� ��
�� �� � ������� ����
�


� R ≈ 0.15�� �
� 	
��� ������� ����� ��� ���
��
�� ���� b = 4 ��� ����� ��
��


�	� � ���� 	
� ���
���� �
 ������ �������� 	
��� 	
�����

�
������ ��������� 
� ��� ���	�����
� 
�� ����� ��

�� ��� ������ ���� ��� ���

���������� ��������� 
� ��� 	
������� 	���� ���� b = 8.25 �� ����
�� 
� ��� 	
���

�
�������� 	
���� 
� ��� �������� ����� ��� ��	�
	���� �
���� ��
�� ���� ����� �� �

������
 ������� ��� �
�������� 	
���� ��� ��� ����������� �
 ������� ������ ���


�����	 ������ ������

��� ���� ������� ����������� 
� ��� ���� ���� b = rco = 12.5 �� ��� �� ���	����� ��

��
�� !�"!�#� $� ��� �� ����� � �
��������	� ���� 
� ��� �
�����
����� �
��������	

�
�� ���
	���� ���� �
� � ������� ����
� 
� R = 0.2� �� ������� ���
 ��� �	������

	����� ����� ��
��� ��� ���� 	
����� %������ �
� ��� ���
��
�� ���� b = 4 ��� ���

�
�� �� ��		 �
����� ������ ��� ������ 
� ��� ���� &��
�� !�"!�##�

$�
���� ����������� ����
�� 
� '�� ���� � 	
� 	���� ��������� b �� ���� ��� ���
�����
�


� ��� ��������� ������� 
� ��� �
��������	 �
�� �
� �
 ���� ����� �� �
������	�

����� ���
�� !�"( ��
�� � �
������
� 
� ��� ���
	���� ��������� �������
��
�� 
�

��� �
��������	 �
��� 
� � ���� ����� ���� &)$*+�+,# ��� � '� ���� b = 4 ��

���� ���� ��� �
�� ���� ���� R = 0.03�� '
�� ����� ���� ��� ���� �
�� ��������


� -!��� .������ ��� ���
�� ����� ��� �
��� ��� ��		 �
����� ������ ��� �
��� �
�



��� ������	 
� �
����������
 �� ��������� ����	�

��� ���� �� ��� ���	 
���� 
��� 
� �������� ���� ���� ��� 
�� ���� 
��� ���� 
�

�������� ����������

�� ��� ����� ��
������ b 
� ������� ��� 
�������� b = rco = 12.5 �� �� 
� ������ ���

���������� ���� 
��� ���� �
��� ���� 
������� ���� ��� 
��� 
� ���� ������� ���


�����
�� �
���
���
�� 
� ��
���� 	����� 
��� ��� �����
�� �
���� �����
�� ��� �����

��
������ ���
�� ��
� �������� �� ��� ����  ���
�� �� ��� �� ���� �� ��� ���	��
���


� 
���� �������

������ ��	�
 ���������� �����	
� ���� �
��	

��
�� �� ��� ����������� ���� �� � 
���
��

	��
�� �� R = 0.2� ��	 ��� ��� �
�� b = 4�� �� ��� b = rco = 12.5��

	������
���� 
��

������ ��	�
 �����	
��� �� ��� 
����
������ ���� ����	���
�� �R = 0.03�� �� ��� ��

�� � �� �
�� � ����� ����	 ��
������ �� b = 4�� ��� � ���� 
��� �
�	

�!" # $�$%� �
�� ��� ���� ��	� �
�����	�



���� ������	
�� �
�	���� ������� ������ ���

������� ��� ��	��	
 ��	��������
 �� �� �	�������	
 �� �	�� ��� ��� ����� �����	���

������ ��� ������ ������	
�� ��	
� ����� ��	 �� ��������� �� ��� ��� �� �	�����
���

����
 ��� ������	
�� �� ������ �	� ��� ��	�	���	� ������ �� ��� ��������� ����������

��� ����������� ��
��� ���� ��� ���� ��� ��	������ �� ��� ����� ������

��� ������ ������ ������	
��� ��� ���� ������� ��� b = 8.25 �� �	� b = 4 ���

��� ������ �	������ ��
	����	��� �� ����� λ ! "�#��� ��� b = 12.5 �� ��� �����

������	
�� ����� �� ������� �� �" 	� �� ��
��� ������	
��� ��� ���� �� ��� ��� �����

������ ��� ��	
 ������	
�� ����� �� ���� ���� � ��� b = 12.5 �� �� �� ���� �������

�� �" 	� �� ��
��� ������	
��� ��� ���� �� ��� ���� ���� b = 4 �� �������	
 �	

��� ���� ��	������ ��� b = 4 �� �	� b = 12.5 ��� ��� � ����$�� ��������� ����

b = 8.25 �� ��� � ��
��� ��	
 ������	
�� ����� �� ��� ����� ��� �	� ��������� �

������� ��	������� %�������	� ���� ��� � ����$�� ����� �����	��� ���� �� � �������

��	�������

������ ��	
� ���������	 �
 ��
 ��������
� ��	������ �
 ��
 ���

 ��� ���� ���
�
	�

�����	�
� ���
� �����	
��
� b�



��� ������� 	
 ��
���������� �� ��������� ������

����� ����	
���
�� �����

��

��� �� �	��� �
��	�

��� �������	
��	�� �
���
�
� ��������� ��� ���� 
� ��
����� � ����� ����� ��
� �

���� �����
�� �� ����� ��� ����� ����	
 ��
���	
 ��
������ ������ �	  �����! �

"����	� ����"�
# ��� 
�� ������
��	 �� ���! �������� 
�� ������� ���	� 
��  �$%

��
���� &�
� 
��� ������� 
�� ���� �������� � '��� ��
� � �����
�� �� ()���

���()��! ����� ��� ���� ��� 
�� ������
�����
��	 �� 
�� ������
�
� �	��* ���'"� ���	�

� ���������" ������
���
��! �	� 
�� '���� �"��� 
� 
�� 	���	�" ������
��� ��
�

�����
��� �� (+��� ���(+�� �	� )���� ���)����

���  �$%,�������� '���� 
�	� 
� ��
� � �	��* -��� �	 
�� ��	
��� ������ ��(+

����� � ���	 �� 
�� ������
�
� �	��* �� ��()� �	 
�� ��
����	�" �����
��	� ��������

�# 
�� ����� ��� ���	 ��� �����"�� 
� ������"� 
��
 �� ��(+� ����� 
�� ����

��������� ��� #,���	 ����� � ���. �� 
�� ������
�
� �	��* �	 
�� ��	
�� �� 
�� '���

����� ���"� �	/��	�� 
�� ���� �
���
����

������ ��	
� ��������	� �
��� 
����� �� ��� 
������� �� ������	� �� ��� ������
� �������

��	� �
��� �������� �� ��� �������
�� ��������
��

0	����! 
�� ���������	
 ����"
� �� �"" 
���� '���� ��
��"�� ���� ����"���� ���

"����� ���� ���� ������ 
��	 �*���
��! �	� 
�� �������� ���� �������
��	 ���
���

���� ��
���	 M2 = 2 − 3 ��*���
 ��� 
��# ����
 ������ �� '����� ��� ��������

1� ��� ���� ��	�,������ 
��	 2������	� 0
 
��	�� ��
! 
��
 
�� M2,���
��� ��,

��	� �	 
�� '��� "�	�
� �	����
�	� 
��
 
�� ���� �������
��	 ���	��� ����	� 
��

�������
��	 �� 
�� "���� "���
� 3 4����,2������	 ���� �� 
��	������� 
� 5� ��



���� ������	
�� �
�	���� ������� ������ ���

����� ����� 	
��� �
� �
���� �� �������� �

 ���	��
������� �� ���
�� ��� 	����
��

���������
� 
� ��� ���
 �� 	��� �����
 ���� ��������� ����
� ���� ��
�� ��� ��

��� �� �����
�� 
������� ����
 
�� 
� ���  �� �

 ��
 ��!�
��� �������� "�� �� ���

	����
�� ����� ��� �� ���� ������� 
� ��� ��#��#	����
�	��� ����� $��� ������


%�&�&'� �

 � ��

� ���
 ������ 
� l = 1	 ��� ���
# ��� ��
#����� �
� ��	
�� (���#

����� ��� �

 l = 10	 ��� �� �

)� 
���#������ ��	���
 �
 � LP11 	
��� *� ���	��

���� ��� ��������� 
��
����+� ����� ���) �� ��� �����
 
� ��� ���
 �,������� �
�����

��� �����	����� 	
�� �
 -.��� /
	��
�� �
 
���
 -.�� ��� LP11 	
�� �� ���
��

���� ������ �� ���� ��
��#�

� ���
� -����� ��� 
����� 
� � �
�� ���
 �� ��
�� �
 �

LP11 	
���

������ ��	
� ���������� �	 ��
 
�� 	�

 �	 � �� ���
� ������� � ��
���
��
 ��� ��


	��� ��������
� ���
�� ��
 �������� ������
� ���� ��
 �����
� ��
� ������

�
����
� �
��� ��� 	����
�� ����
��� �	�
� � ��
� �	 l = 1� �
���� �����

�� � ��� � ����
� ��
� �	 ����� !"� �
���� ��

��� �� �� ��
 ��������
�

����� ��
 #�����
 �� 
� �

���
 ���
 �����  �� 
�����
� �� ���
����������

��
�
 �����  
�
 
��  ��� ��
 �
�� �	 � $� ��
����
 �� ���

"
 
����� ��� ��0����� 
� ���� ����� �����
����� �� ��� �����
� ��� 
�	������ �
��

	

��� ���� �
 �
�� ���
� ���� �	����
 �

� ���	���
�� 1���
��� ��� �������� ����
�

�
� ���
	��� ������
 �� ����� ��
������� ��� ��
����
� �
 � �

� ���	���
 
� ��
��

&��	 
������ �� � ���
 ��
����
� ����� �� ����� ����
������ ��� ������ ���

���� �


��� ��	�����
���  ������ ��� 
�������� ���
� �
��� �� �

 ���� �

 ��������� ���

�
��

	 ��� 
+�
���� ���� � ���
�� �������� 
� ��
� �������



��� ������� 	
 ��
���������� �� ��������� ������

����� �����	�
 ������
	 ����� ��	� �����	��� �� ���� ��� �
� ������ �������� 	� ��

������ ������ �
� ������ ���� ����
� ��� �� �����
	�� ���!�	� ��	��
�� ��	�

	���� ����� ���� ������� 	� 	�� �
�	��� ����� ��"�� �
� ����� ��	� ������ #�����

��� ���� $!���	
 ����
 ��#������ ��	� 	��  �� ���	��
 ��
�	�� ����� ��� ����� �

#�� �����
 �� 	�� ��	��
��M2%��#	��� ��	�� " �
� "�� �� ���� �����
� 	�� �	��
���

�
&!�
#� �� '()� ��� ��
��� ���� ��
�	�� ����
�

����� α *��+,�- �� + �
 *��- M2
x + M2

y l *�-

����� . ���/ + ���� "�"0 + "��1 "

����� . ���� + ���1 "��� + "�/� "�

����� . ���� + ���� "�"� + "�"/ "

����� . ���� + ���/ "��� + "�/� "�

����� ���	 ������� �� �	� 
	���
���
���
�� �� ����� ��� ����� ����� ���� �	� ����

��������

����  �� ���	��
 ��#	��� �� �  ������	��
 "�� ���� ��	��
�� ��	� ����� �� "��

��
�	�� ����� 2��!�� ��� ����� �� 	���� �� ��"�� �
� ����� ��	� M2 ≈ 2− 3�

3  ���
	�
� 	�� �	��	#��
� �� 	�� ���� ���!#�� 	�� #�! ��
� 	� 	�� '()�� �!	 �	 ���


�	 �!4#��
	 	� �
�!�� �	����  �� ���	��
 �� 	�� �!
����
	�� ���� ���	 M2 ≈ 1.1

�� #��#!��	�� �
 	�� 5��#���� �
	����� 6����7 ��	� 	�� ��� �� 	�� ���!��	�� 8�  �	%

	��
� 3� � ���!�	� 	�� ��
��
� ��
��	�2�	
 �� �
�� �
 	�� ���� ��
�	� �� ���� ��#�!��

	�� ���� #�� ���	��
 �� #��
��
� �
� �2��
 ���� ��� �	� ��
 ��
��
� ��
��	�2�	
�

'�
#�� 	�� ���!�	� ����
 �
 	�� ��!��� ���� �
� ���" ��� �
�
 $!���	�	�2��

'���2��� 	�� ����!��� ������ ��� ����� 	��
 ��" ��+� �	 � ��
��
� ����!� ��

R = 0.1� ��� ��� ���� ��� ����  �� ��	��� ��� ���!�	 ����
�	 ��
��� ��� 	��

#����#	���9�	��
 �� 	�� ����� �
�
 � 2��
 ����	 ���� 6l = 1�7 ��� !��� 	� �
�!��

� :�!����
%��,� �!
����
	�� ���� ����� 3� #�
 ���
 ���
 ���� 	�� ��!� #��#���

�
 ��!�� ���"� 	��� ���!�	�� �
 ��	�����
 ��� ��
��
� ������ �� �� �#	�� ���� 	��

�
��
��� �� ��� ��	� 	��
 ��#���	�!#	!��� ��
��� ����
 �
 	��  ��2��!� ��#	��
�



���� ������	
�� �
�	���� ������� ������ ���

������ ��	
� �������� ��	�
	� �
���� 
� ����� ����� ��
�	����� �	� ����� ���� �
��

�
	����

������ ��	�� �������� ��	�
	� �
���� 
� ����� ������ ����������� ��� � �����	 !�	�

���
	��� �	� ���"� ����� �
�������



��� ������� 	
 ��
���������� �� ��������� ������

��� ������� 	
����� 
�����

��� ���� �	
����
�� �
 ���� ������
 	
�� �	
���� 	� ��
� ������ ������ ����� �� ������

�
 ��� ��
��
 	� ��� ���
 ��� �	 ��
 �	��� ��

	�
��
� ��� �	
� 	� ��� ���
 �� ����
����

�
 ������
 ������

����� ����	�
	 �� 
���
 �����	�	��

�� �������� �
 ���
� ������ ��� ����� ��	���
���� ��
�����
� �
� ��� �	
� 
�����

rco ��� ������
� 
����� rcl ��� �	�� �������
 d �
� ��� ��
��
!�	!��
��
 �����
��

	� ��� �	��� ������ ����� Λ�

� �����
 
����
 	� ������
 �	��� 	
 � �	"�
 
����
 "��� ��
��
 �������
 �	��� ��

���� �	
 ���
� "��� ��� ���� �	
� ��#�� $���
��
� 	
 ��� 
���	 Λ/d ����� ���
� ���

��%� ��� ���� &�� �
� ��� ���� ���'��� �	����� �� �
�� ���� "��� ��� ���� �	
�


����� ��� � ��(�
�
� 
����
 	� �	��� �
 ��� ���
	��
����
�� 
���	
 "�
� ���������

�	 �
%�������� ��� �
)��
�� 	� ��� 
����
 	� �	���� ���� "��� ������
 �
	��
���� 	�

��� ��
����� ���
� �	��� �� 	����
�� �� %�
��
� ��� 
���	 Λ/d� ����� ���
� "�
�

���
 �	���
�� "��� 
���
� �	 ��� ��
��
� ��
����%��� �
� ��� �	�� 
���	 ���"��
 ���

��
����
��� �	�� �
� ��� �����*��
� �����
!	
��
 �	���

������ ��		
 �� ������ �	 � 
��
 ��� ��������� ������������ �	 ��� 	���������� ���� ��

��	����� ��� ���	��� ��� �� � ���� �� ��� ��������� �� ��� � ���� �� ���

��������� ������������ ��


��� ��������	
� +
	� ��	"
� ��������� ���� ��� �	�� 
���	 ���
����� �� �	
� �	���

�
� ����� ,�
�� � ����� 
����
 	� �	��� �� �
���

�� ������� � ���� �	�� 
���	 ��



���� ������� 	
����� �
���� ���

������� �� ��	��
��� 
���� ��� ��
����
��� ���� �
� �� �����
� ���� ����

 ��

���	����� �
 	������ ���� �
 ��� ����� ��
�� �� ��� 
����� �� ����� �� ��	������� ���

���� ����� ��	���� ���� ���������	 �
� ��� ��
��

 ������ �
	�����

�� ����
�

�
 ��� ����	���
 �� ��� ��
� ���� �����	� �� ��� �������
 �� ��� ������ ��� �����

�
���� ��� ���� 	��� ��	��� �������� �
� ������� ��� �� ��
�� �� ��� ����� �� ���

���� �� ������� ������ � ���� ��� ������ ��� ����� 	������� �� ��� ��������
 �����

��� ���� �� ������� �
 ����	���
 �� � ����
��  � � 	�
��!��
	� � "#$ ����

 ���� %

������ �� ����
 �
 �
��� %��&� ��� 	����
 ��� ������� �
�����
����
��

����� ��� �	
� � �
���

'��������
� ���� ���� �� ������(� � "#$ ���� % ����� �
 ��	� � ��� ���� ��� ������

�� ��� ��
����
��� ���� �� ��� �����
�� ���� ��� �
 ��� ���� �� ��� ����
�����


�� ��� �������� )����� * �+,-�. �
� ����� αR = 0.1 �+,� �� � ��
��

 ������

�� R = 0.2�� $����������� ��� ���� ����� �� ��
����
��� �
� ��
���/���� �����

������ �� ��
��� ���
 *0 )αdiff = αFM

αHOM
> 10. ��� ��� ��
��

 ����� ���
�� ���
 0����

����� 	�
�����
� ������� ��� 	��� ������ �� ������ �� rco ≤ 15 ���

������ ��	
� ��� ���� �� �� 	
� �
�� � ����� ��� ��� ����������
�� ����� ��� ��������


������

 		����

 �� ��� ������(�� ����

� � ���� ������� �����	�� �� ������� �����	
��

��� ����
 �� � ���� �� ��� �$'1� ��� �����	�� ���� ���
�� ��� �� ���� �������

��� ����� ���
 ������� )dproduced < ddesign.�

"��
�� ��� ������ ������ 	�������
��

 �� ��� ����

 ����� �� d = 26 ��� ���� ���


�����	�� �� ����	�

 ��� ���
�	� ����������� �
 � �
� �����	���
 ��
� 2�������

���� �������� �
 � ����	�� 	��� ������ �� ����� *��&�� ���	� �� ���
���� �������

���
 ��� ���
�� ����� �� *%��� +���� �
 ����� �������
	�� ��� �������� ��� �������



��� ������� 	
 ��
���������� �� ��������� ������

���� ���� ��	���	 �
�� 
 ���� �
�� 10% �
���� ��
� ��� 	��
���	 �� 
��
	 ��������


����

��	 �
�� ��� 	�
�
�� ������
������ � �
�������� �������
�� �� ��� ��	

�
�� �� ��
� ���� 
� ���� 
� ��� ��
����	 �� 
�	 �� 
�
��� 
�� ��������	 
� �����

�����  �� �� �
����� ����� ��
� ��� 
��
������� �� ��� ��� ����� ������� 
� 


����
���!��
��	 
�����
�" �
������ ���� ��
� �
����� 
� �#���
�� ��	� 
��
 ��

Aeff = 383 ��2 �
� 	��
��	 ��
�� 
� 
���� 10% ����� ��
� ��� �$����
�
�� ��� ���

��
�
�
� 	��
�� �
�� Aeff = 425 ��2�  ������� �
�� ��� ���������	
�� �� �
�����% 


��
� ����
�
�
�� �
���� �� M2
x = M2

y = 1.1 �
� 	�����
��	�

&
�
�
� �
���� ���� ���

��	 �" ������� ��
��������� �� ��� ��
� �
���
��  ��

���	 M2!�
��� 
�	 ��� �
�� ��
� ��� �� �
����� ���

��	 ��
��� ���� ��� ����

�
� ���� ����� ��
� ��
� ���� ���
��� 
� 
 �����
� &' ����� (��� ��� 
�����
��
��"

�
	 �����
�� ���	
�
��� 
�	 
 ���� ������ �� ���" � ������% )*'� ���� ��� �������	


���� ��� ����� )����% ��� ������ �� ��� )*'� 
�	 ��������� ��� ���� �
�
� �������

���	
����
� ��	� 
�	 )*'� ���� �
���� ��
� �$�����	�  �
� �
� �� �$��

��	

�" ��� ��
���� ��	� ���	 
��
 	�� �� ��� ��	���	 ���� �
�� �� ��� 
���
� ���� ����

����
��	 �� ��� 
�
�

� 	��
���  �� ��
���� ���� ��
	� �� 
 ����� 
���� �� )*'�

��
�� 
		
�
��
��" �$���
���� �
���� �������

 �� 
�����
�
�� �� ��
� ���� �
� ��
����	 ��
�� ��� ����
�+ �����	� � �
��� ��

α = 51 	,-+� �
� ���

��	 �
�� 
 ����� ���� �����  �
� ���" �
�� �
��� �
���

�� �$��

��	 �" 
 ����
�
�
�
�� �
�� ��
�� 	��� �
��
���� 	
�����	 
� ��� ���� ��	

�
���� ��������% ��� ��
��������� ���� 	��� �
������" �� 
 ���
� ���
�
� �
���

����� 
� 

� .�� �����% ��� ������
�� 
���� 	��
�� ��� ��
����������  �
� �
�

�� �$��

��	 
� ��� ���	���
�� ������� 
� ����
	���	� /��
�� ��� 	�
�
�� ��� ��
��


� ��
��	 �� ��
��" �000�� 
�	 �� 
� ��� 

� 
��
	� ��� ������  �� ���� 
� �
�
	�"

�����	 �� ���� ������
���� ���� ��
�
�� ��� ����
���  �
� ������
���� 	��� ��
	�

�� 
 �
��

� �
���� 
��
	� ��� 

� ������ ,��
��� ��� ����� �� ��� ���� 
�� �
�" ���

�������� �������
�
�� ���	� 
 ���� �
���  �
� ������� 
� 
 �

�� 

� .�� ��
�� �
+��

	��� �
��
���� ���� ��� ���� ��	 �
��� 
�	 
��� ��� �����  �� �
��
���� 	
�+���	 ���

���� ��	 �
��� ��
�� �
� �������	 �
�� 
 �
��������� )����% ��� �
�� 
�����
�
��

�� ��� ���� �
� 
���
����	 �� ��
� �#����  ��������% ��� ��
��������� ���� ����
��	

	
�����" 
���� 
 ��� �
��� �� ���� �
� ���	���	�

�� �$�����	% ��� ��
����	 
�����
�
�� �� �� 	,-+� �� ��� ��� ���� 1�
�� l = 29�2


� ����
	��
��" ����� 
� ��� ��� ����
��� ��
�
����
��	 ���� �
�� α = 51 	,-+��

 �� 
�.����� �� ��� 	��� �
� ��
�
�
��	% ��� ��� 
�����
�
�� 
� ��
�� 
���� 30 �
���



���� ������� 	
����� �
���� ���

������ ���� �	
����� 
��� ��� ����������� ���� ����� ����� �� ���������� �� �

�������� �������� ������ ��� ������� 
������ ����� �� ��������� �� ������� ������

������ ��	
� �������� ��	
�������
 �
 ��� ������� ��

�
 ������ ������
� 	�� ����	���

�� ��� 
����	���� ��
���
 ����� ������
��

������� ��� ������������� �
 ��� ��������� ���� ������� ��� ��� ���� ������������

��� ������� ����������� ��� ���� ������������� ������� ��� ���� ��������� �� ���

������������ ��������� ��� ������� ������ ��
��� �� ��� ����������� �
 ��� �����

 � ��� ����������� ��� ��� �	����� ����� 
�� ��� ����� ���� ����������! ��� �����

���
�� ��� ���� �������� �� � ���� ��� ������� ����� ���
�� ��� ���� 
�������� ��"

����� ��� ������ ��� ������ ��� ������������ �� �� ��#���� �� ����� � ��������


���� 
�� ��� ���� ����� $����������� ��� ���� �������� �
 ��� ��
������� ����	 ��"

����� ��� ��� ������ ����� �� � 
�����%����� ��
������� �
 ��� ������� ��� ����������

���������� ���������� ����� ��� 
���� 
�����%��� ��� ��� ����������� �� ���� ����

���"
�����%�� ������ &��� �
 
�����%�� ����� ����� �� ����� ��� 
�����%����� ��
��"

���� ������ ����� ����� ��� �� ���������� �	
����������� ������� ��� ���� ���� ���

�������� ��� 
�����%����� ������

'����� � ������ ����������� �
 ����������� ��� ������������ �� ��� 
�������� �����"


���� ��� ����� ���� �������� �
 ��� ���� ������� ������ ��� ���������� �� ��� ������


���� �� ��(� ���� ���� ��� ������ ��� ����� � ����� �
 )�* ��+� �� R = 0.1��

�� ��(� ���� ������� ��� ��,����� 
����� �� ����� ��� ���� ����� �� ���� �	
��"

���������� ��� ���� ��� �������� ������� ��� �������� �� ��� ����������� ����


��
��������



��� ������� 	
 ��
���������� �� ��������� ������

��� �������	 
����	 
��
���� ��	 ��� ��������	 ������� �� ��� ���	��� ������ 
����


��
���� ��	 ��� ����� �� ����� ����� ��� 
��
�����	 ������ ���
� 
��������	 ��

����� ��������	 ��	�� ��	 ��� ������� 
���� 
��
������ ��� 	���
���� �� ��� ���	

��� �
������	 ���� � ����� ����� �� ������ �� � 
������ ���	��� ��	��� R� ��� ��� 

��������� �������	 �������� ������ ������ ��� ����� �� � ������� ��������� �������

����������� ��	 ������������� !���	 �� ���� ������� ������� �"���� ���� ��	� ��

��	�
� ��� ����������� ��	 �� ��
����� ��� ��	� ���	 ���� ����� #������ ��� ���	���

����������� ����

����� ������	� 
� �
� ������ 
� ��	�
����	����� ������

$�� ����������� �� ������� ��� 
��
��� ����� �� ��� ��� �� ������� ������ �� ������

%���������� �� &'(� ���� ��� ����� �� ����� ��� �������	 �� )�*+ ��, ����� �� ���

���� �����	 ���� �� ����� ������� ������+ ��� ���� ����� 
�� �� ��
�����	 )��, ���
�

��	�
���� ���� ��� ��	� ���	 ���� 
���	 �� ��
�����	 �� �����

-� ��� ���� �� ���� ���# �� 	������	 ������������ ������� �� &'(� ���� ������� �� 


������
����	 ������ ���� ��������� ��	 �� ����������� �� ��� ����� ���	��� ��������


���	 �� ����	 �� ����������� .��
�+ � ����
 �������� ��� ��������	�

(����+ � ����
���� ������� �� ��� 	��
����	 &'( ���� ��� ��
������
����	 ����� ��

�����	�	 �� ������� ����� ���� ����� �� ��� ���� ����� ���� 	��� ��� ��
�����

��� ���� �����+ �� ��� 
�������+ ��� ���� ����� 	�
������ �� 	� ��� ������� ������


α
1layer
FM /α

1layer
HOMs < α

2layer
FM /α

2layer
HOMs�� /��� ����� ��#� ��� ��	�� ���	��� ���� �0
�����

�� 
��������� ��� ����+ ��� ���� ���� ��� �� �� 	�
�����	 ��	 ��� ��������� �� ���

����� ���� �� �� �	1����	 �� ���� �� #��� ��� 
��� ���� �2���� �� ��#� �� ���� 

������ 
���������+ ��� ���� ���� ��� 	�
�����	 ����� ��� ���	������� ��	� �� ���

��� ����� ����
���� ��	 ��� ���� 
�������� ����� ������ �� ��� ���	������� ��	�

�� ��� ������ ����� ����
���� ���� ��� ���� 
��� ����� ���� ��� ���� ����� ��	 ���

���	��� �������� �� ����� ����� ���� 
��
�����	 �� ����������� ���
� ������� 
���	

�� �
�����	 �� �����	�
��� ���� ��
������
����	 �������

- ������ �� ����������� ��� ��� ����
����� ���� ������� ��	� ���	 ���� ��	 �������

������ �� ��� ���	������� ��	� ��� ���� 3 
��� ������ ��	 *4 
��� ������� ����� ����

��������	� 5� �����	 ��� ���� ��� ���� ����� �� ��� ���	������� LP01 ��	� ��	 ���

LP11 ��	� ��� 6 ��	��� �� �������	� ������ ��� ��� ����
���� ���� *4 ������ ����

����� ���� ��� ��	� ���	 ���� 
���	 ��	��	 �� ��
�����	 
����	������ �� 	�
�������

��� ���� ���� ��	 �����	�
��� � ��
��	 ����� �� ������ ��� ����������� �� ��
�����	



���� ������� 	
����� �
���� ���

���� �����	
�� ���� 
���
 ��� ���
 �	� �
 ������
	��� �� ��� 
����� �����
���������

�	���� �������
 ��� 
����	����
 	�
� 
����� ��	� ��� ��
������ ������� 
�������� �


���� 
��
����� �� ������� ��	� ��� 
����� �����	��� 
��������� ���	�
� ��� ����


��� d �
 �����	
��
 ����� ��� ���� 
��� �
 ���� ���
�	��
 ��� ������ ����� wb ���

��� �����	��� 
�������� �
 �����	
�� w2layer
b > w1layer

b � !" 
����� �� #���� $�%%&�

'��
 ��	�
 �� ������ ������� ��

�
 ����� 	��	������ �	���� �� ������
	��� ���� 	


����� �	��� �� 	�� ����
� (
 ��� ������� ��

�
 
������� ������ �� ��� ������ �����

wb
 �����
 ��� ��� �	��� 
�������� �
 ���� 
��
����� �� ��������

'� ����
���	�� ���
 #����� �� ���� ���	��
 ����� #���
 ���� �)�	� ���� 	�� ���� 
���


��� ��*����� ������
 �� �����
��������� �	���
 	�� ���
������ �� ��� ���������� '��

����
 	�� 	��	���� �� 	 ��+	���	� ���
�	� �	������ '�� 
��������
 ���� ��� 	�� ���

�	���
 �	� �� ������� ���� ��� 
�������� ���� ����� �	���
 �� �������� ��� �����

�	����
&� '�� �����
������� �	����	��� ��
���
 �� ��� ������� ��

�
 	�� 
���� ��

#���� $�%$�

������ ��	�
 ���������	 �
 ��
 �
	��	� �
	�������� �
 � ��� ��������
� ���� ��
	�����

�����
�
�� ��� ���
�
	� 	���
�� �
 ���
�� �
 ���
� �	 ��
 �������������
�

�
���	�

,	���	��� ��� #��� ���� ��� �����
� ������ �� �	���
 ������
� ������ �� ����
& �+�

�����
 ��� ����
� ��

�
 ��� ��� #���
 	�� ���� 
��	����& ���	�
� ��� ���� 
��� d �
 ���


	�� ��� 	�� ��� #���
� �������
 �� ��� #���
 	�� ����
 ����� ��

�
 �������� ����

�����	
��� ������� �	���
 R�

'��
 ��	�
 ��	� �����	
��� ��� ������ �� �	���
 ��� ��� ������� ��� ������� 
���



��� ������	 
� �
����������
 �� ��������� ����	�

�������� �� ������ 	
��

� ��
 
����
�
�� ����
� �� ��
 ��	����� ��
	� ��
	
��	
� ��


�� �
 
��
���
� ���� �� ��
 ��
	 �
���� �� �����
� �� ��
 ���� 	����� ��
	
����� ��


����
	 �� ���
	� ���� ���	��
 ��
 �
���� ���

� ��� �� ��
 �
���� �� �����
� ��
 ��

��
 �
����� ����
�� ��
	
����� ��
 ����
	 �� ���
	� �� ��� ���
�
�� �� �������������

	
��

 ��
�
 ����
� �� ��� �
����� 	�����

����� ����	�
����
 �� ��� ��������������� ������

������� ����	�
 �� 	���
� ��� � ��� ���� ������� 
�������������	 ������ �� �� ���

	������� ���� ����� �� 	������� ������� ������� ��� ��
�������� �����	 ���� ����

����������� ��� �� ���	 �� ��	��� ��� ���	��
 ����������� �� ���� ����������� �� ��

���
��� � ��� ���� �� ����� ����� 
�	� �� ! ����� ���� � 	��
���� �� "#�$�


��	 �� ����� ����� 
�	� �� "# ����� ���� � 	��
���� �� "%�!�
 �� �����	���	 �� ���

��������
� &�� "' ����� �� ���� ������	 ��� ��� ���������	 �� � ����
���� ������� ��

����� �� ��� ����� �� (
��� )�#!� &�� (��� �� �������	 �� �� ����"'�

&�� 
�	� (��	 ���� �� ��� ���	�
����� 
�	� ��� ���������	 �� �� *$'�
2 �� �

�������
�� �� "$'$ �
 �����	��
 �� �+������ #�%"� &�� ����"' �� ��
����	 ��

� ��� ���� ��� ��
� ��
��� �� ����� �� ��� ��
� ��������� ��� ���� �� �+���

�����
�	���� ���� ���� �� ,d = 12.0 �
 - "%�!�
./# 0 "1�1�
 ��� ��� ������ &���

(��� �� �������	 �� �� ���"'� &�� ���� �� ��� ���	�
����� 
�	� �� ��� ���"' ���

���������	 �� �� !%*�m2 �� "$'$ �
� ��
����	 �� ��� ����"' ��� ����� �����

�� ��� ���"' ��� ���
�� ��� ����� ������ ��������� ��� ��� ��
� ����� ������� �� �

�
����� ���� ����� &�������� ��� ���������	 
�	� (��	 ���� �� ��� ���	�
����� 
�	�

�� ��� ���"' �� ����� 2 % �
����� ���� ��� ���������	��
 ����� ��� ��� ����"'�

3���� ��� ����	 ������ ���� ��� ���"' ��� � ����� ���	��
 ����������� ���� ���

����"'� 3������ ��� ��
�����	 ���	��
 ������ ����� �� (
��� )�#! ������ ����

��� ������ �� ��� ���	�
����� 
�	� �� ��� ����"' ,��	�����	 �� ��� ����4 �������.

��� ����� ���� ����� �� ��� ���	�
����� 
�	� �� ��� ���"'� 5���� ��� ���	��


����������� �� ��	���	 ��	 ��� 
�	� (��	 ���� �� ��������	 �� ���� �� ��� ������	

��������� �� ��� �� ������	�	 ���� �����	����
 	������� ���� ����� ���������
 ���


��� ����� �� ��� ����� ����� �
�����	 ��� ��� 	���
��

� 
���� 	������4 �� ��� ����"' �� ���� ��� ������ �� ��� �����
�� (��� ��� ���
����

��������	 ��� ��� 
�
����	� �� ����� ����� ���� ��� 
������� ����������� 3���� ����

	���	�����
� ��� �� ��
�����	 �� ���� ����	 ������������� ������� ������� ������� ��

��� ����"' 	���
� �� ��� �����
��� ���
� ���� 	�������� ������� ��� ���	�
�����



���� ������� 	
����� �
���� ���

������ ��	
� ���������	 �
 ��
 �
	��	� ����
� �
 ��
 ����� ���� 
���� ���
 ���
 �����	�

��
�� �� ��
 ������ ���� � �����
� ���
 ���
 ������
���

LP01 ���� ��� ��� LP11 ���� �	 
��
����� �
 ��� ��	��� �
��	 
� ����� ����� ���

��������
�� ��		 �� ��� ����������� ���� 
	 ����� ��� ����� ������
�� ��	����
��


	 ��� ���	
������ ��� ��� 	���
��� ���� ������ ��	��� �
��� !�����	 ��� ��		 �� ���

LP11 ���� 
	 > 1 ���� ���� ��	��� �
���� "�	�
�� ��� ����� ���� �� ����� ���� ����

���� ��	����
#��
 ��� 	�������� 
	 �	
�����
����
 $% !
�� � #��
 �
�� ��		 ���
�� ��
	

!�	 ���
�#�� �
 	���
�� �����
�� ��	������	 �	 �&���
��� 
� ��� �����!
�� 	���
���

����� ������	
���� �
 ��� ��
����� ��
����� ����� ��
�����

�����
����

'������ �������� �� ������� 
����#� ��� ��	��
��� ()* ����	 �	� �� � ��	�����

�����
�� �� �����
�� ����	 +��,� -� ���#���
���� 	��� 
���& ����	 ��� ����.��
���

����	 ��#� � ������ �/���
#� �������
#� 
���& ���� ��� �����
�� ����	 �����	� ���

���� ����	 ��� ��������
�� 
� � ���
�� !
�� �
���� �������
#� 
���&�

-� ��	� �� ��� ()*	 ��� ���� ��� ��� �����
�� ���	
	� �� ��� 	��� �����
��� �����.

���� ��� �/���
#� �������
#� 
��
��	 �� ���� ��� �����
�� ����	 ��
 �� 	
�
���� ���

���� ���� �� ��� �/���
#� 
���& �� ��� ���� ����	 ��
��
 ������	 �� ��� ���� 	
0�

!�
�� 
	 �	����
 �&�� �
 	��� ���	���
��	 ���&
�
0�� ���� �� �����
� ����
�� ��		

���
� ���� 	���
�� ���� ��� ���� ���� �� ��� �/���
#� 
���& �� ��� �����
�� ����	

������	 �� ��� �����
�� �
������ !�
�� ��� �� � ����� �&���� �� ���	�� ���
����
�
�



��� ������� 	
 ��
���������� �� ��������� ������

������ ��� ��	

��� 
�	
���� �	� �� ����
���
 �� 
	��� 	 ��	

��� 
�
� �� ���

LP11 
�
� ����� ���� ���	��� ��� ������� �� ��� ������ �� ��� LP11 
�
� 	�� �����	��
�

��� ���� �	��� 	� ���� 	� ��� ���� 
�������� �� �����	��
 ����� �
������ ��� 
�����

	����
��� �� ��� 
��������� �� ��	���� ���� �� ��� ����� �	�
� ��� �����
 
	�� ����

��	� �� ��	

��� 
�
� �� �� �����	��� ���� ��� 
�����
 ���
	
���	� 
�
��

������  ��! ����� ��� �	����	��
 ������ �� ��� LP11 
�
� �� ��� "#"�$% ��� 
�������

��	

��� 
�	
������ &���� ��	�� 	�� ������� �� ��� �	��� �� '!( �� �( �
 ��
��	����

��	� ����� 
������� ��	

��� 
�
�� ����
� �����	�� ���� ��� LP11 
�
� 
����
���

�� ��� 
�	
���� �� ��� ��	

����

������ ��	
� ������ �� ��� LP11 ��	� ��
 	���
�
� ���		�
� 	������
� �� ��� �������

�� ���
��
� ��� 	������
 �� ��� ���		�
� �
	 �����
� ��� ����
 ��
�����
�

����� ����� ����
����
� �
	 �

�
����
�� ��
���
�� ��
�� 
���
�
��� ����

�
�
����	 ������ �
� � ���
�	� !�� ��
�
���� ��"���
� �� ���		�
� ��	�� ��

�����#�	 �� � 	������
 �� $�%�&� ��� !�� �
��� ����� ��� '��	 	���
� "���
�

�� ��� LP11 ��	� �
	 ��� ���		�
� ��	� �
 
���
�
�� �� ���� ���		�
�

	������
�

&�� ������� ������ ���	���
 	� 	 ��	

��� 
�	
���� �� '%!� %�
 	�� 
��� ��	� ���

��
��� �� 
	�����
� ������ ��	� ��� �� �����	��� ����� ����� ��� �����
��	��� ��)

*����� �� ����� ��	

��� �����	���� �� ��� ������� &�� �����	� �� �����	� �����	����

���	��� 	 ���	
 ������ �� �����	��
 ������ �� ���� �	������	� 
������ #����� �� 
���

��	� (�$ 
+,
 �	� �� 	������
 ������ 	 �����	��� �� 	���� %� �
 ��
�� �����

���	-�� ��� ���
������ �����	�����



���� ������� 	
����� �
���� ���

��� ����� �	 
��
� ���� ����� ��� LP11 ��� � �������� ���� 	�
 � �������� �������


�	 ��������� �� ���� �������
 � �������� ���� �� �� 
�������� ���� ��� LP11 �����

��� ���������� ����
���� �	 ��� �������� ���� ������� �� ����

Δneff = 1.449125493− 1.449125433 = 6.0 · 10−8 �����

����� �����
�� ���  ���� �������� ��������� ���� ���� �� ��� �!����� �	  �
��
!�"

������ #����
���� ��� ���� �������� ��������� ���$ ��� ��� ���� �������� ��� ���

����
���� �	 ��� ������ �	 ��� ��� ����� ���� �� !� �������
��� ��� ��� ���� ���"

����� ��� !� ��
���� ����� ���
�� �����
���� ��� ����������� ���� ���� ��� LP11

�%����� ���� ��� �
�� �	 ��� ��������& ���
��� �  �
� �	 ��� �������� ���� �%�����

���� ��� ��
� �
��� '�� ���� ������� � �������� ������������� �	 ��� ��� ���� ��������

�κ� �� �� ��	� �� ������ ���� ���$ �� ��� 	��
���� !������ ��� ������ �	 ��� ��������

���� �
� ���� �����
 ���� ��� ������ �	 ��� LP11 �����

��� ����������� �	 ��� �������� ���� �� ���� �� ��� 
!�
 �������� (���� � ����"

����%  �����
 �� ���� ��� ������ �	 ��� �������� ���� �
� ���� �
��
� �	 ���������

�����
 ���� ��� ������ �	 ��� LP11 ����� ����
���� �� ��� ��
 ��) � ��� ���� ���"

 ���� ��� ���� ����
� �	 ��� ���� �������� ��������� �� ��� 	��
����� *�����
& ���

LP11 ���� �� ��
����� ������� !� ��� �������� 
��������� ���� ��� !� �% ������

!� ��� 	����
�� +�
��& ��� ��� ����� �
� ��
�  
������� �� ���  ���� ��������  ����

!������ ��� ��
����
� �� �������� ���� ��� ��� ������& ��� ������ �	 ��� ��������

���� �
� �����
������ �����
 ���� ��� ������ LP11 ���� ����� ����� �� �� ������"

�
�!�� �������� ���� �	 ��� LP11 ���� ���� �� ���� �	 ����� ���� ��� �����

,	 ��� ������ �	 ��� LP11 ���� �
� ���
�����& ��� ��� ���� �	 ��� 	
�� � ��� !��� ��

��� 
!�
 ����� !������ ���� ��
� ���������� !������ ���� ��� ������
��  ���


��� �� !� ��%���-�� ������� �������
��� ��� !��� .������� +�
���
��
�& � ����"

 ����� ��� ���� !������ ��� 	���������� ���� ��� ��� LP11 ���� !������ ����

��/��� ����
���� �� ��� ���� �������� ��������� ����$�� ,� ����
��� �� ��� ���� �	

�� ����� ���� ��� ���� ���� � �������� ����& �� ����
�!�� �!���& ��� ����� ����

��� ���� !������ ��� ��
� ����� ����� ��� ���� �� � ��� �
�!�� ���� ��0����� ��

����� ����� !������ ����
 ������ �
� ��� ��� �
�� �� ��� ������ �	 � �������� �����

*����& ���� ����� ��� !� ���� �� ��/� ���  
� ������� �	 ��� 	���������� ���� ��

1#+ ��
� ���!�� ������� �����
������ ��� 
�.��
����� 	�
 ��� �������� �	 ��� 
���

 �
�� �	 ��� �������� 
�	
������ ������� �	 ��
� ��� �������� ����� �� ���� ��� 
�	
��"

���� ����% �	 ��� ��
� ����
��� �� ��� ���� �� ��� 
�	
������ ����% �	 ��� ��������� +�


��� ��� �	 ��� �������� 
��������� �� ��� ���
�	�
� ��� �� �
���� ���� ��� #1#+2�



��� ������	 
� �
����������
 �� ��������� ����	�

�������� ��	 
���	���
��
��� ������ ���� ������� �	����

��
����� �� �� ���������	
� ���� � ���� ��� �� 
��� �� �������� ������������ ������

�	��� ��� ���������� ���������� 	� ��� ���	���� 
	�� �	
����� �� ��������� ���
��

 �!" ��	�� ��� ���
��� 	� � ���������� ��������� �	�� ����
����	� �	� ��� LP11 
	��


���� ��� ����� �������� ���
���� 	� #"$� "�
�

������ ��	
� ���������	 
����
���� 
� �	� ���
���� �

� �
������ �� � ���

��� 
����

���� 
� ������ �� 
� �	� ������� �	� ����	 �	
�� �	� ���������
 �
���� 
�

�	� LP11 �

� �� 
� ����� ���������	��

��� ������� �	���� 	��
� �� � ���������� 	� %&"& �
� ��	���� ���� ��� ��������

����
����	�� ��� �	�������� ����
�� ��� ���
��
�� ��� ���� 	���
���� �	� ���� �����

������� '������	�� ��	
 ���� ���������� ���
�� ��� �	����� �
� ��� �	���� ���� 	���

���(�� ���� ��� ����������� ���� 
����� ���� ��� 
	�� �	
����� ����� ��� �� 
���

	��� � ��	�� �������� ���������� ��� 
������� ��������	�� ����� �� ����
��� �� ���

����
����	�� �� ��� )���
���� �*
���	� +#�!#,� ��� �	 ��-
���� 	� ��� �������� ����

	������ ����
�� ��� 
�������� 	� ��� �	�� ��� ��� �������� ��� ��� ��
�� .�����

	��� ��� ��������	� 	� ��� �����
��� ������ ��� �� ��-
�����

����� ����	
���
�� �����

��

�� �� � ��
	��� ���

/���� ��� ������ ������ ��� 	���
���� 010�%" ��� ��	�
��� ��� ������
�������

������������ �� ��������� �� ��� �	��	����� ��� ���� ����	�
� 	������ ��	
 �������

�����	
��� ��� �	�� ���
����� ����� ���� ��������� �� 10% �	
����� �	 ��� ������



���� ������� 	
����� �
���� ���

�� ���� ���� ����	�� �
� �����
���� ����	����� ����� 
�������� �� ������� ������

�
� ���� ��� ����� ���
 �
� ������
 ���
 � ���������� �����	�� �� � �������� �N2�

��
���
��� ������ �
� 
���� �� �
� �� !� "�#����� ������� ������ ��� �	�����

��
�����	��� ���� ������� �� ��
��$� � ���� ���	��	�� ����� �� �
� �������� $��	���

�
�� ��� ������ ���
 � 
��������� �� �
��� ���� ��
���� ����� �	���� �
� �������

�������� ���	�� ���% �
��� �
� ��
������� �� �
� ���	��	��� ������ ��� ��� �� �
�


��	����	��� ����� �
� ��

���� �� �
� ����	��� ���� �� �� ���� �� �&�������

�
� 
���� ��� ��	�� ��� 	�����
 ��� �
��� ��'�� ��� ����� ��
��� ������ �� �
� ������

$��	��( �	� �
� �$����� ���� ������ ��� �
������� �
� ���� ��'� �� �
� ����	��� ����

�� �
����� �
��
 ����� �� � �
����� 
��� ���� �����

!��
 �
� 
��� �� �
� ��������� ) * ��	���( �
� +� ��� �� ��������� �������	�����

���� 
���	��� ����� �
� ����� ) 
��� ���� ���� �� Aeff = 3/2(dmean/2)
2 · √3 =

434.44 �
2 ��� ����	����� ���
 �
� +� �������	����� �
�� $��	� �� ������������

�
����� �
�� �
� �&������ $��	� �� ,-.�
2 ���
 �
� ���� ������� �
� ���


����������� ������ ����	����� ���
 �
� 
���	��� ����/ ��� ���/���� �������	�����

�� M2 ≈ 1.1�

������ ��	
� ������ ��� 	
�� �
�������� �
������ ��
��� 
�����
�� �� ��� ��
�����

����� �

����� 
�� ����
��� �� ��� ���
��� ��
�� �
��� 
�� ��	������ ��
���

�� ��� ���� ������ ��
�����  � 
�� �� �
���
!��
�� �"����

) �	����� 
���	��
��� �� � ���� ����� �� �
� ���� ����	��� 010�2. ��$�����

�� �&���
��� 
��
 �����	����� �� ���	� 2�- �34�
�  ���� �
� �������� �������

��� ������� �
���$�� ��� ����	���� �� �	�� ��������� ��� �����	��� �$�����( ��
��

�������� �
�	������ ���� ��$��������� �� �&����� �
� 	��&������ 
��
 �����	������ ��

�	���� �	� �
�� �
� ����� ��������( 	��� �� �������'� �
� 
���� �	���� �
� �������



��� ������	 
� �
����������
 �� ��������� ����	�

�������� �	��
� ����	� 
�	� ��
���� �������� SiO ��� � 
�
 ���	��	 �� ������ C

�� ������ ����� CO ������	��� ��� ����	�� ��
���� ��	���� �Si3N4� �	 	������	����

��	
��� ����������� ��� !

"�#��� 	������	���� 
��� 	� ��
���� ������� �SiC�! $�� C ������	��� ������
% �����

���� 	�� �
�����# �� 	�� ���� �� 	�� ������� 
�	� �
����
! &	 � 
�'�
��#	� �� ���

Si3N4 ��� � ������	�'� ����� �� �!(( ��� �� ��#�
% ��������#! "����� 	�� �	���#

�		����	��� �� 	�� �)�*�+ �� 
�

 �� �� 	�� �		����	��� �� 	�� )�*� ���� ���'����

���	���� ��� �� ���
����� �% 	�� �������� �� Si3N4! ,���# ��%#�� ���	��� �� ��	��#��

�����# 	�� ���
��# ������� ����
� ���'��	 	��� ����	���!

-���� �� 	��� ����
	� ��
 .���� 
��� ���
� 	� 	�� ���� ��	�� �����	�� �	 �
�#�	
%

��/����	 ���
��# 	������	���� 
���� ����
	�� �� �
�#�	
% ��/����	 ��0�� �� 	�� ��
��!

$�� ����
	� �� 	�� ������	���0�	��� �� .���� ���
� �	 ���� ��/����	 	������	���� ���

�������0�� �� 	��
� �!�! &

 .���� ���
�� � '��% #��� ���� 1��
�	%� �� ��������


�	� 	�� 2������� -��� &��
%0�� ��� � 
�
 �		����	��� �� ����	 � �-34� 
����

�� ��
% 5% �� 	�� �		����	��� �� 	�� .��	 �)�*�+! *�

��# 	�� ��
�� 
�	� ��%#��

���	��� �� ��	��#�� �	���#
% ������� 	�� �		����	���!

"�
�'��� �	 ����
� �� ���	����� 	��	 � �	���# 5���0�����5 �	����� �� � ����
	 �� 	��

����� ���
��# �� 	�� #
��� �����# 	�� ���
��# �������� ��4�� 	�� .��� 
�	� �	� �+ ���

��
�� ���		
� �	 ����	���� 
���� 	�� ���	��# 1��
�	% �� ����! 6� ���	���
��� 	�� .���

���
� �	 T = 1875�� 	����� ��	 	� �� '��% ���#�
�!

�)�*�+ ���
��# $ ��� α ��-34� �� 3 �% ��� M2
x 3 M2

y l �� 

�+�( 7 8�!� 3 8�!� �!�9 3 �!�� �!8

�+9� �!� 8�!� 3 8�!( �!�� 3 �!�� �8!�

�+9� �!( 8�!+ 3 8�!� �!�� 3 �!�+ ��8!(

�+9� �!+ 8�!+ 3 8�!� �!�� 3 �!�9 ��!�

����� ���	 ���������	
� ���
�	� �� 	�� ��
�
�	����
	��� �� 	�� ������ ��
�� 	� 	�� �
��

�
	�� ��
��	�� 
	 �������	 ����
�	��� 	�����
	
����

$�� ������# 
����� �� �

 ���� �)�*�+ 
��� ��������! $�� 
����� ��	����� ��������#

	� �1��	��� �!� ��� ���
� �� .#��� �!��! $�� '�
��� ��� 	�� .���� ���
� �	 ����

��/����	 	������	���� ��� ����	�� �% .

�� �%���
� ��� 	�� �����	�� ����'���

����
�	�� ��������# 	� 	�� ����#� �� ������	�� �% ���� ����
��! &� ��� �� �����

	�� �������� 
����� ��� ����������
% 
�
�� 	��� 	�� ����
	� �� 	�� ����
�	���! $��



���� ������� 	
����� �
���� ���

������ ��� 	
���

	 �� ���
 ����
� �� ��� 	��� �� � �

	�
� ��	��� �� R = 0.2��

��
 	����
��
�� �
��


 ��
 �
����
	 �
	 ��
 �������
	 ����
� �� 
��
������ ����

��� ���
� �

	�
� ��	�� ����� ��
 �
 
 ����

	 �� ��
 ���� ���� ��
 ���
 ��!
 �� ��


���	��
	 "�
� �
	 ��
�
���
 ��
 
#
����
 ��	
 "
�	 ��
� Aeff �� ��
��	
����� �����
�

���
 	
���

	� ���� ��$
� ��
 "�
� �
�� �

�����
 �� �

	�
�� %�� �
�� ��
 &�'(

���� ��
 ����� Λ �
	 �

�
 ��
 Λ/d)����� ��
 �����
� �
����
 ��
 ���
 ��
� �� �����
�(

��� ��
 ���
 ��!
� ��
 �� 	
���

	� ��
�
���
( ��
 ���	��
	 "�
�� ��
 ������
	 ��

�
 ��
��	
����� �
�� �

�����
 �� �

	�
� ���
 ��
	���
	 �� ��
 	
���
�

��
 "�
�� 	���
 �� ��*+( ��,�( �
	 ��,-�� ���� � �
�� ������� �
������� ��


�
.�

�
 �� ��
 ��
�� �
��
�����
 ������ �
 ��
 ���
 ��!
 �� ����
� �����( ��� ��


"�
� 	���
 �� ��,/�� �
���
� 	�#
�

���� '� �

	�
� ��	�� �
��


 ��� ) ��0� ���

�

	�
� ����
� ��
 �
��
��
	 ������
	 �� ��
 ���
� "�
��� 1
�
��
	 �
����
�

��

�
	 �� ������� �
������ ��
 �
���
 ��� ���� 	����
��
�� �
��


 ��
 ��� 	���


�� ��,/�� �
	 ��
 ���
� "�
�� �
���
� �
��
�� �
	 ���� �
 ��
 ���2
�� �� �����
�

�
�
��������
��

������ ��	
� �������� ��	�
	� �
���� 
� ��� ������ ��
����� �� �
����	� ����
	� ����

���������� ��� 
��	 �
����� �������	� ��� ���������� �
���� ���
��
	� �
 ���

������ ���
�	�



��� ������	 
� �
����������
 �� ��������� ����	�

����� ����	�
�� 
��	���������� ������ ���

���� ��� �	 
��	 �� � 
�� ���� �	�	��� 
��	� ��	 ����	� 	���	���� ��	� � �	�����

�������	� ���� �	����� �� � 
��	 ������ ��������	 ��� ��	�� ��	 ����������� �� ��	

����	� ���	 ���
	�	�� �� ��
������� 
��� ��	 ���
���������� �� ����� ���� ��	��

����� �	 ���	�	����� �� �	�
 �	���	�� ����	
� ��� ���� ��
	� ��	� ���	�� �	����	

���� ��
	� ��	� ���	�� 
��� � ���� �	�
 !������ �	�� �� ���	 � �������� �� ��
	�

�� ��	 LP11 
��	" 
�	�	�� 
��� �� ��	 ��
	� �� �� ��	 �����
	���� 
��	� #� 
����

�	 ��	��� �� ��������� ���� 
��	� 
��� � ������	 �	�
 �	���	�� ��	��

$� �	
 
��	� �� �	�	����� ������ �	 ����	� �� ���� � ��	� �� 
������� � ���� �	�


!������� %	��	" � ��� 
���� ����	� ���� ��	 LP01 ��� ��	 LP11 
��	 	���	����

�� �	���	�� ��	 �	���� ������	������� �� ���� � ��������	 ��	 ���	�	�� ���
 ����	 ��

���
���������� �� ���� ��	 ���� ����� �� ��	 �
� 
��	� ������ �	 �
���" ��� ��	

����� 
��	 ��� %&�� ��	 ������	� �� ���	 ���� ����	�� $� ���	������� �	�
		�

��	 �������� �	������	� ��� ��	 LP01 
��	 �� ��	�	���	 ��
���	�� '���	 
�������

()�*+, �� ��	 �
� ���	 ����	� 
��	� ������ �	 �����	� �� ��	�	�� �� 	�	��� 	-�����	

�	�
		� ��	
 
���� �	������� ��	 ���	 ��.	�

��	 �	���� �� ��	 �	���� ����	�� 
�� � ��
��	 ��������	 
��� / ��� ���	� 
��� �

���
	�	� �� +0�1�
 ��� � ���	 ���
	�	� �� 02�3�
� ��	 ��������	 �� ��	 ������	�

��	� ���		� �	�� 
	�� 
��� ��	 �	���� �� ��� �	 �		� ���
 ����	 0�+2�

������ ��	
� ������ �� 	
� ���
 ����	� ��� � ���
������ �
�	��
��
 �� 	
� ��� ���� �� 	
�

�
������ ��� �
��
	�� �
� ���
 ��	
 � ��
� �����	�
 �� ���� �� � ����	�!

������ LP01 ��� LP11 ������

��	 ��������	� �����
	���� 
��	 �� ��	 ��������	 ��� � 
��	 �	�� ��	� �� 223* �m2

�� λ = 1080 �
 
���� �� ����	� ���� �������	 ��� �� ���
���������� �� ��	� 
���

� ��
���� �	����� �	���������� ��	 �	����� ����	� �� ��	 ��	� ��	 �	����	� �� ����	



���� ������� 	
����� �
���� ���

����� ��� �	
��
�	 ���
 �� �����	�� 	� 
���� LP01 ��� LP11 ����� ��	� ������


������ �� ������	�� �� 	�� ����� ����� ���� �LP01� ��� 	�� 
�� ��		�� ���� �LP11��

��� ���
 ��� ����
��� �� ���� � ��� 	��	 	�� LP11 ����� ����� �� � 	���� ����
 

�!�	��� ��
���
�	�� ��� ������
 ������ ����� �
� ����
 	��� "�# �$%� �	 � 
����� �&

R = 0.2� �
�� ���� 
��	��
����� ��� �������	�� ������ �& 	�� � 	���� ����
�!�	���

��
���
�	� &�������	�� ���� �
� ����
 �� ������	�� �� 	�� ����� ���� ��
����� '�� 

�	�(� ) (����� �����&� ����� �� 	�� � ! ����� ��� ��
�	�(� (����� �����&� ����� ��

	�� � ! ������

��� ��� ��*����� �& 	�� ���� ��
��	��� ��� �� ��������� �� 	�� ����� 
�	�� ��	����

��	�� ��� ���� �����	�
 
�	�� �& Λ/d = 1.23 �& 	��� ���
 ����� ����� 	� � ��

��

�
��
� ���	� �& wb = Λ − d = 8.1� ��� ��
��	��� �& 	�� ���� ��	� 
�����	 	� 	��

���� �	
��	�
� �� ������� &�
 	�� �����
�� ��	� ������ ������ �������� ��� ����

��
��� �� 	�� ����	�(� ����� + ,������� ���� ��� ������� ��	� 	�� ���
 �������� 

	��� & - .�"��� &������
 & - ����� ��� � ���� �
���
�	��� &��	�
 �& M2 = 1.48

��� �����
�� �&	�
 	�� ���
� ���� M2 (���� ��

��	� 	��	 ��	� ����� �LP01 ���

LP11� �
� ����	�� ������ 	�� ���
�

/����� 	�� �����
�� ������ �
� �������� 	� �� �� ��	���� 	�� �������	�� ������ �& 	��

LP01 ��� 	�� LP11 ������ $�	 	�� �����
�� ������ �
� ��
��
 	��� �����	�� &
��

	���� ������	���� �����	� 	�� &��	 	��	 	�� �
������ ���
 �

��� ���� 	� 	�� ����
��

+ �������� �������	��� ����� �� 	��	 ������� 	�� �	
��	�
� �� ��	 �����	�	������

01� 	�� ��	�� 	� ���� �����	�
 
�	�� �� ������ +� � 
����	� ��
&��� ���		�
��
 ��� 	�

	�� 
��
����� �& 	�� 
���� ���� ��	�
&���� ������� � ��
� ����
	��	 &��	�
 	��� ��

���� �& �����	�	������ 01 234 &�
 ����� 	�� �������	 ���� ������� �� 	�� �����
�

��� 	� 	�� 
���� �
��
�� ���

�
 ��	�� 	� ���� �����	�
 
�	���� ��� ��
&��� ���		�
��


�����	 �� �������� ��	��� 	�� 451 ������	����� ���� ��
�	 ������� ��� 	�� ���� 

��	���� �
� ����
��	���	��
 	�� ������
 ������ �& 	��� ���
� ��� �		����	��� �& 	��

���
 ��� �����
�� ��	� 	�� ��	���� ��	��� �	 � ��
� ������
 
����� �& ����	 #�

��� ��� &���� 	� �� ���� 	��� #6�� �$%���



��� ������	 
� �
����������
 �� ��������� ����	�

������ ��	
� ������� ��		�	 �
 � �
� 	������� �� ������� ��� ������	 ������������ ������

����� 
���������� LP01 ���� ��� ��� ������	 ���������� LP11 ����� ���

���� 	�����	 �����	���� �� ��� 	�������� ��	���	� ��	�����  �����	 	����
�

����	 �� ��� !�������� ��� �������� �����	 	����
� ����	 �� ��� ����������

��� ��� ���	���� ��	���	" ��� ��������� �
 ��� ���� �� ��
������ �� ��� ����

	�������� �	 ��#��$� ��� ���#�� ���� �� ��� ��	����� 	��� %����# &����

	�����	'�



���� ������� 	
����� �
���� ���

����� ����	
�
 ���
��� ���		�� ����� ��	����

������ ��	 ��
	�������
� 
� �	����	 �����	� ��	�� �� ��� �
���	� ���� ���� �
��	��

��� �	 	��	��	� �� � �����	� �����	�	� �� �
����	�	�� �� ������
� �
 ��	 �����	 �����

wb� � �����	 �	���� lb ��� �	 ����
���	� �� ��
�� �� ����	 ����� �����	 �
�	� �����

��	 ��������	� � ��	����	 ������ ��	 ������� ��
�	�� ��� ��	�	�
�	 
� �
��� ����	

��	 �
� �������	 �� �
�!���	� �������
�� �� ���� ���	� "�	 ��
�����
� 
� ���� ��	��

���� ��	�	�
�	 �	 ��
��	������

#	
	���	�	�� ���� �� 	��	��	� $%& �� ���	�	����� �	����	 ��	 �
��	� ��� �	 ��'���	�

� �������� ��	 �	� �����	�	� lb� (	��	� ��	 �
�� ����
 ��� �	 ����	��	� � ���������

� ���� ����
 
� Λ/d ����� �	��� �
 ������	� ���� �
��	� �
� ��	 ������	���� �
�	�

)�� ��	�	 �
��	� ��� �
� �	 ������	� � ����	����� ��	 �����	 �	���� lb� *��
�����

�
 ��	 &+, ��������
��� ���� ��� �	 ��'���	� �� ���� � �� ���� ��	 LP11 �
�	

�� �
� �
�	!����	� ����	 ��	 LP01 �
�	 	��	��	��	� �
� �
��	� 	
	� �
� 
	� ����	

�
�	�� (	��	� �, ��	�� ���� 	���	�	� ����	 �
�	� ���� ����	�	�� 
� �
�	 ����

�-�� �		� �	�����	�

������ ��		
 ������ �� �	 �
��	��� 
�� ��	����� ��� ������ �� ��� ��	����	��� ����

��	 �� �������� �� ��� ������ ��	��� lb� ��� ����������� ���������� �� ����

�	 �	���������� ���� ��� �	������� �	 ����� ��� ���������� LP01 �	� TM01

����� ��������	��	� �� ���� ���������� ��� ����	�

"�	 �������� 
� ���� � ��������	 �� � 
	� ���� �	�����
�� �
 �	��� �	����	 
� ��	

����	 �����	 ����� wb �	�	���� �
 ��	
	�� ��	 ������� 
� (.,�� "�	 �	����� �
��	�

����
� �	 �
��	����	� � ��	 �����	 �	���� lb� ���� ��� 
�� �	 ����	
	� �
� ��	

�
��	� 
� ��	 �������� ��	�� "�	�	�
�	� ���� ��	�� ���� �
� �	 
� ���	�	�� �
� /	����	

�	�� �	��
	� � ��� ��	 �
�	 �	�� ��	�� 
� ��	� ���	�� ��� ������	�� �� � �
�!� �	



��� ������	 
� �
����������
 �� ��������� ����	�

��������	
�� ����� 
� �������� 
� ���� ����
�� ���� ��
�� ����� ���
�� � ���	���

����� ����
�� �� �
����	
����
�
	�� ����� ��������

���	��� �
����	
��� ������ �� ������� ���	��� �� 	�
� ����
�� 	��� �� ���� �������

�� 
	� ������ �����	�� 	�� LP21 ���� ���� ��	 ��
�	 ��� � LP31 ���� 
� �����

��
��� ��	����� 	�� LP11 
� ��	 �� ��� 
� ���� ���� 	�� �
�	���� 
� ���� ��� ��� �

���	�������! 	�� LP01 ���� 
� ���
�� �
�	��
�� ���� 	�� �
�� �
	� � ���� �
���	��

�� "##�� 
� 
��	 $R = 0.1% ��� � LP11��
&� ���� 
������ 	�� �����	 �
������� ��

����� 
� ����� ��� �

������ ��	
� ���������	�� �
���
�	�� �� ��� �����	�	 ��� ������� ��
�� ���
���
���

����
����� ����� 
� ����� ����� 
� ��� ���� 
� ���� �
�� R = 0.1
 ���

������� �� ��� � 

��� ! ��� ��������� ��������� � ���"� �������
	�	 LP31


�	� �� ��� �� LP21 
�	��



������� �

	
���
����� ���� ��������� ��

�
���
��� 	�����

�� ��������� �� 	
� ���
���� �
��	���� ��������	���� �� 	
� ������ 	
� �����	��� ��

���	��	���� ���
 �� ���� ������ �	����� �� ���� �� ��������� ����	� �	 
��
 ��	����	����

���� �������� 	
� ���������� ��� ���� 	� ���� �������� ��� 
���� ������ 	�������

��	���� 	
���

�� �
��� �� �
��	�� ���� � �
��� ��	�
��� �����	��� ���� ! 
�� 	� �� �������� 	� ��"

��� ���� ��������� ��� ���	������� ����� 	
� ���� ��� ����	�
��� ������ 	�� �����

���� �� �	 
�� � ���������	 ���	��� #������ ��������	 �
��
 ��	�
�� 	
� �������	���

����	��	� �� 	
� 	�� ������

$� 	
� ��������� Δβ12 = |β1 − β2| �� ����� �����
� 	
� ����� ���	�������� ��%� ����"

�	�� �
������ ���	��	���� �� 	
� ������	�
� ����&� �� ���� ����� ��� �
������ 	��

������ 	� ����� �� �'����	 ���� ��������� (
�� ������ 	
�	 	
� ��������� ��� 	
�

���� ���	�! �� 	
� �������	��� ����	��	� �� �)��
����	�� 	
� ��������� �� 	
� ����	�
�

������	�
� �������

Δneff = |nef11 − neff2 | , �*�+!

�
��
 �������� 	
� ���� ����	
� ��	���� 	
� ������ ������ 
�� ��%��� 	
�� ����

�&�
���� ������ ��� 	� � ���	����	����

(
�������� ��� ��� �������� 	
�	 �	 ����� �� ��'����	 	� ��� ����� ��	
 � 
��
 ����

������� ���	��� �� ������	�	������! ,- ����� 	� 	�������	 � ,- ���� �� � -- �����

#�� ��� %���� �� ���� �	���	���� ��
��	���	�� ��� ������	�� �� 	
�� ���% 	
� ����

������� ��������� ��	
 ���������� ���� ��.� �
��
 ���
��	� 	
� ��� �� ����	������ �����

������ /���
��� � ������� ������� 
���� ���Δneff �� � ���� ���	���� ��)�������	 	
��

���



��� ������	 
� �
��������� ���� �	�����	� �� �
������� ����	�

��������� �� ��	
���
������
� �� ����� �
�� ���� ����� ��� ���	��
� �	 �
� �����

��� Δneff ��	 �
 �� �� 
���� �
 ��
�� �
�� �
������ ��� ������
 �������� ��� ����

������
 ������ ��� ���� ����	�
��� ��� ����� 
� � 	������ 
� ��� ���� �
�� 	��� ���

����� ��� �������� �
�� ���� 
� ��� ����������� �
�� ������	 
� ��� �������

���������� Δneff �

 �
� ��� ������������� 
� �
���������
 ��������� �
��������
� ����������� ����	 ��

��� �� ������� ���� ���� Δneff ≈ 5× 10−4 �
��������
� �
�� �
������ �	 �!������


	�����		���  �������
��" #���  ��� ��� �� $����������� 	����� %&&' ���� ��� �
��

�
������ ��� �	����
 �� ��������� ��

Δneff > 1× 10−4 �(�)�

����� �	 �	�� �	 � ��������� ����� �� ��� �
��
���� 	����
�	�

��� �����	
���� 
��
 ��������� �� 
����	��
 ��
�

���
� ���
��

���� ����* ����	 ��� ��� ������� ��
��� �
� �� ����	 �����	� 
� ����� �
� �����+

����
�� ,
���������
 ��������� ��		��� ����	 ���� �
�� ��������	 ������� )- ���

.-�� ��� /0	 ������� -�-( ��� -�-1" 
���� �������� �
 �	 ����� �
�� ���� �2�0�

����	 �	�� ������� )�(�3�" 	���
�� 
��
 � ��� �
��	�  
� ��� �
��
���� ����	����+

��
�	" 	��� � ���� ���� .-�� �
�� �������� ��� � /0 
� -�-( ��	 ������	�� ��
�

��� �
����
 /����� �2�0+45 +.-67--�� ��� ���� ��	 � �������� �������� 
�

7--�� ����� ����	 ���������� 	������� �
 ��� ���� ��� ������	 ����
 ��������

��� ���������
� �	 	������� �
 �� α = 1.4 �869��

��������
�	 ����
���� ���� ,:��:2 �������
	��	 	�
��� ���� ���	 ���� 	��+

�
��	 3( �
��+������ �
��	 ��������� �
��������
� ���������
� ;� �
�����	
� �


��� ��	
���
������
� �� ����	 ��	������ 	
 ���" ��� �
������ 
� � ���� 	���� 4��	+

	��� ���� �
 ��� ���� �	 �
�� �������� �����	� <:�	 ��� ��	��
 �*������ ������
��"

�� ��	 ���
 ���
����� �
 
������� ��� �
������ �
�����
�	 �
 �*���� 
��
 ��� ���+

�������� �
��� ���	 ��	 �������� �
 ���	����� ��� ���� ��
������
� ����
�	 �
�

�������� �
������ �
�����
�	 ����� � 3-� �
�� ����� ��� ��������� ��	 
��������

�
� �������� �
�������
� ��� �
��	��� 
����	 ����� ��� �
 ��� M2 �����	 	�
�� ��

����� (�3� =��� �	��� � �
�������
� ���9��� ���������� ���� � �
��� ������ 
�

1��" ��� ��	� ��	���	 ���� 
������� ���� � �
��	��� ���	 ���� .-�� �
��� ������



���� �����	
���� 	
�
 ������
�� �� 	����	
�
 ��
� ���
� ���
�� ���

�� ��������� 	
 ��� ������
���� � ����� 	��� �����
����� ������ �� M2 ≈ 1.12 ���

�	������ ���� � ����������� �����
� ���� � ����� ���
�� �� �� �� �� ���	�������

���� � �������
 ���� ���� f = 50�� ���� ����� ���� � ��
� 	��� ������
 ����� 	�

���������� �����
 ��� �����
����� ������ ��� �� � ���
 �	���

�� ������� ��� ����
��	����
 ��� ��� ���������	����
 �� ��� �������� �������
 ����

������� ��� ���
����� �� ��� ���� ����� 	��� �� ��� �	�� ��� ��������� ����


�������� ���������� �!�� �� ������	�� �� ������� "�#�� �����
 ��� ������ �� �����

�������������

������ ��	
 ���� �������	
�� ��
	�� M2 �������� ��	�� 	�� ��������������� ���

��
� ����������	 �
�����	 ��	

� ���� ���� 	� 
��� � 	��  ���� !��� 
�	�

	�� "!��� #�� �
�����	  ��� 
��!
��	
��� �
	� f = 15�� $	�
��� ��% ���

f = 8�� $��
	��� ��% ���� ���� 	� 
�  
��	� 	�� ���� ���
� !��� ���� 	
��


� !��� �
���	��� �� �!��	 &�' �� ��� (�) �� �����
	
*� + !����� 	�� !���

��� ��
���� 
�	� 	�� "!�� �
	� �
�����	  ����� �
	� f = 15..50���

��� ����� �������� ����� ��� $%��&'(�)�*"�� ��� 86.3% �� ��� ����� ���� ���

����� ������ +Pout = 0.863 · Plaser,� � ����������� ����� ��� ��� ����������� �-�����


��� ��������� 	
 �����
 ���� ������� ��� ��.������ ������ �� ��� �	������ +
��������,

���������� ��� ��� ������ ��������
 ���� ��� ���� �������
 �� ����� 	��� ������

����� ��� ��� �������
 ������ ��� ��� ���������� ����������� ���� �� ��� �	���

�������
 � ������� &������� ����� 	��� ��� ������� ���
����� ���������� �� ����

�� ��� ������� �������
� �� ��� �	�� ���������� ��� ���������� �� ��� ������ � ��!�

���� ����� ������������ �-�����
 �� 92.5% ��� ������� ����
 �� �/0'������!



��� ������	 �
 ��
����
��� ���� �	�
���	� �
 ��������� ����	�

��������� 	
�� �
� ������� �
�������� �������
� ���� ����� ����� �� ��� ��������

86.3% ����� ���� ��� ��������
����� �������� ���
�������
 ����
��� ���
� ��� ���

������� ������
� ������ �� ������� �� �����

!���� ��� ������"����
 �� ��� ������
� ��
�����
� ��� ��� ����� �� ��� ���������  ���

#������ ��� ������� $��� ��� ��
�  � �������
� ���  ��� ����������
 ������� ����

����� ����� ��� % �� ��� ���� �������� ���� ��� �
�� �������� ����� � ����
���  �
�

% ��� $� �� ��& ����� ��� �������� M2�������� ��� �
 ��������
��� ��������
 �
 �����

��� &'� ��
� % �� �� ������ �
 ��� ������� �� �� ���� � ����� ������ ()��������)* �
�

�
 ���� � ���� �� ��� % �� ���  �
� �
�� �
� ���� ���� � ������ �� �
�� R = 0.04��

$�� ���������
�� ���� ��������� �
 � ��� ���� 
� ������
��
�� $��� ���
� ���

M2 ��� %��� ������� �� �������  �
��
� ������� ���
 ��� % �� ���  �
� �
� ���

M2 ��� �������� ����
 ��������  � � ���������
� �� ������� ������� �
� %
����

��� % �� ���  �
� �
� �������� ����
�

+� �� M2
x M2

y M2
mean

)��������) &�&, &�&- &�&�

 �
� & (. / '�'0�* &�&� &�&' &�&-

)��������) &�
& &�&1 &�&2

 �
� 
 (. / '�'0�* &�&3 &�&3 &�&3

����� ���	 ���� �������	
�� ��
	�� M2 ��	�
��� �� ������� ���� 
���	

 ����������	�

�� � ���� ���
����� �� 	�� ����������� ��!

4��
 �� ���� � �����  �
��
� ������ �� '�'0�� �
�� � ���� ����� ���
�� �� ��� M2

�����  � � ������� $�� M2������� ��� 
�� ������� (�
������* ���
 ��� % �� ���

 �
�� 5
 ��� ��
������ ���
 � ����� �������� �� ���M2 ��� �������� �� R = 0.04��

$��� ��
  � ������
��  � � ����� ����
� �� ����� ������� ���������
� �
 657�

 ����� ��� % �� ���  �
� ����� �� ���� ������  ������ ���
 �� ������� ����
��
� ��
�

�����
� ��� ������
� �� ��� ���� �����  ��� �� ��� % �� �� �������
���  � � �����

���� �������� (�� ������
�� � ���*� $�� ������� 657� ��� ���
�%��
��� ����
���

����
�����  � % ��  �
�� ���
 ��� ��
����
��� ���� ����� �� ��� �����
 ��� ���

����� M2 ����� �� ��� % �� �� �������  �
��

8
 �������
 �� ��� M2 ������ ��� 9+ ������
 ��� � ������ ���� ��� ���� �� � ��:

������ ����� ��� % �� ���  �
� �� ������ $�� ������
� �
�  �
��
� ��� 
��

���� �� � ���
�� �
 ��� 9+ ���  �
��
� ����� ������ ���
 '�&�� $�� 9+ ������




���� �����	
���� 	
�
 ������
�� �� 	����	
�
 ��
� ���
� ���
�� ���

�������� ��	

���� �
�� ��� 
��� 
���� ������� ����� ������������ ���� ��� ����
�

������ ����� ������
��� � 
�
������� ��
�
�������� �� ��� ������� ��

�
 �
 
����

��  �	�� !�"� #� ���������� ��

�
 �� ���  ��� �����	����� ���� ��
��
�� �� �������

����� R > 0.1�� $�� ��
	��
 �� ��� ��%����� 
��	������
 ��� ���������& ��� �����

��'�
 ���� ����	�� ��� ���
���������� ���������� ��(	����� ��""� ���	� ������
� ��� ���

����� ���
 ��� �����' ������
�� $�� ���
	��� ��

�
 �����'  ���� 
�����
� ���
����

�� ��� ��
	��
 �� ��� 
��	������
 ���� �� ��� ���
���������� ���������� �
 ����	���� )��

��� 
��	������
 �� ��� 
��������  ���
 ���
����� �� ��� ���
��	
 �������
 �� ���
���

������� ���������� ��
 ��� ����

��� �� �����
� �� ��������� ������� 
��	������


��� ���
	������
�

$�� *+���,)���-.�� �
 ���� �
 ��� ����� ��
�
������� *+�  ���
 
����� ���

�����	�����
 ��� 
���	���� �� ������� ��

�
 �� ��� ������ ��������� ��� ���	
�����

�������� �����

��� ����� �
 	
	���� R > 0.2�� $�� ��/	���� �� ���  ��� ������

������ ��	
 �������� �	

�� ����
��
 ��� ��
��
���� ����� ����
��
 ������� 
����� �� ���

�������������� 

�� ��%����� *+�  ���
 �� ��� ����
���� ���� (	����� ��
 ��
�
������� �� 
�
����

�	����' ���
	������
� $�� ���
	������
 ��
����� �� ������ �� ��� ���� �����

������� ������ M2 �
�� ��� �
�������  ��� ������
 ���� �� �� "��� )��� ���
�

��
�
��������
 �� ��� �� �����	���& ���� *+� 
��� ����0  ���
 ��� ���� ���������


��� ��� ����
��� �� 1'2 ������	�	
���
� ��%��������������� ��
�� ����
�



��� ������	 
� �
��������� ���� �	�����	� �� �
������� ����	�

����� �����	
��	

� 
� 	�� ������������ ���
���	

� 
� 	��

�
���

�� ��� ���	
� �� ��� ��
�
��������
 �� �	��� ���	
� �� ��
 ��	���� ��������� ����

��� ������������ ����	������ �� ��� ����
 �� ��� 
��� ����� ���	
 �
 �����	����


�	��� �
������  !"!"#! �� ��� 
��� ����� ���	
 �	� ���
���	�� ��	 ��� ����
�	� ��

���������	 $� ����
 ���
 
����� �� �������� �� ��	� ������!

%�� ����������� ���� �� �����	������ �
������� ��� 
��� ����� ���	
 �
 ���� ����

���� ����

 ��� ���	 �
 
�	����� ���� �
 ��
�	���� �� ��� �	�
���
 
������! ��� ���


���������
 
����� �
 ���� ���� ��� ���� �
 ����	��� ��� ��� ���� ���� �	�� �


	������ ��
��� ��� ���� 
������
 �� ��� ���	! ����	���� �� "! & ��� "! ' ���
 ���

�	��
�
 ��� ��	�
���� �� ��� ��������	 
�����	��� �(���
 �
�� ������	 "!"!)#!

%� ��
�
������ ���
 �(��� ����	���������� � 
������ ���	 �����	� �� ����� ��� ���	

��� �� ������ ���� � ���
���� ��	
���	�� ��
 �
�� �� ��*� ��� ����
 �� ���� ���	


������
 
�
����! %��
 �����	 ��
 ���	������ ���� ��� +,�,,�
���� �������	 &!"!"# ��

���
�	� ��� +,! %�� ���	 ��� �� �� �	���
��� ������� �� ��� ���	 �����	 �� ��
�	�

���� � ���
���� ���� �
 ������� ����� �� ��� 
�	� ��� �� ��� ���	! %�� ���	 ��� ��

��	������ �	���
��� ���� ��� �����	 ��� ��� �����	 ��� �� �� ������� �� ��� �������

���
 �� ��� ���
�	����� 
���� �� ��*� ��� ���	 ��� ���� ��	���������	 �� ���
 ���
!

%�� ���
�	�� �����
��� �����	� ��
 ���� �����	�� �� ��� 
��������� 	�
���
!

,���	�  !-. 
���
 ��� ���������� �����
��� ��
�	������� �� ��� ����������� ���� ��

� 
�	����� ��� � ���� ����/0,�)12&11 ��� ��� ��		�
������� ���
�	�� 	�
���
!

� ��	��� 
��	��
� �����	� ����� *���
 ��� ���	 
�	������ ��� ��� 
������ �����	

����� ������
 � ��	
���	� �� R = 0.05� ��
 �
��! %�� ����	 
����� �	�� ���


��������� ���� 34�$4� �
 ��(�	��� �	�� ��� ����	 
����� �
�� �� ��� 
�����	�

�� ��� ���
�	����� 
����� ��� ��� 5��������
� ��	������ ������� 
��������� ���

���
�	����� �
 �
�����! %�� ����������� �� ��� �(����
� ���� �	�� ����	���� ��

�"!&-# ��
�
 � 
���� �� &6 !&��2 ��	 ��� 
�	����� ���	 ����� �
 	������ �� )6.!)��2

�� ��� ���	 �
 ���� ���� � 	����
 �� R = 0.05�! %��
 ��		�
����
 �� � 	��������

�� ��� �,� �� 20.4% ����� ��� �� �	��������� �� ��� ���	 �
 
������! �� ��� ����

���� �	�� �
 	������ �� "17� ��� ��	�
���� ��	 $�$ ��� $8$ �
 	������ �� "17 �


���� ����	���� �� �5������
 "! & ��� "! '!

� ��	� �������� �����
�
 �� ��� �����
��� �����	�
 
����� ���� �� ��
� �� ��� 
����

������
 ��� ���� ���� �������	 ����� ��� �����
 �
 	������ �� 11.5% �� R = 0.05�!



���� �����	
���� 	
�
 ������
�� �� 	����	
�
 ��
� ���
� ���
�� ���

���� �� ������ ��	
 ��������� 
� ��� ��	����� ������� ��	��
� �� 	 ��������
 ��

6.8%� ���
� ��� ��	���� ��� �����	���
� ����	��� 	 ��	�� ��������
 �� ��� ���� ����

��	����� �� 	
��� 4%� �����	� ��� ��������
�	� ������� ��������� 	 ��	�� �
���	���

� �����
�� ��	��
 ��� ���� ������
�� ����� 
� ��� �����
�� �� 	 ��	����
 �� ����� �


�� � �
 �	�� �� ��� ��������
�� ��� �� � ��	�� ������� �
�� ��� ��	���
� ��	��
�

�� �
���	��� ���� ���� 	��	� ����	��� �� ��� �����	���
� ����� ��
������� 	�� ���

����� �� 
� �
 ��� ��
�	��
�	� ���� �
��� �
����� 	����� 	���	�� ������
�� �


������ ��	
 ������������ ��	
��
��
� 
	 ��� 	���
����
� �
�� 
	 ��� ��������

������ �	 ��� ���� �� ���� ���� �  �!�"�! #�� �
�$
���
� ������� �����

�
��
� 
�� �%$������� ��
�� 
 &

� 
&������� '�
�
� ������� 
�� ��(�����

	
� ��� �����
��
� 
�� �%$�������
� �������)!

��	���� !�"�# 
������ �����
� ���� ����� $�%� &��	��� �� ��� 
�
���
����� ��	
��

�� ��� ��	�� �� ��� ����� �� �� ������	
� ��	� ��� 
�
�� 	�� 	������ �
 	 �	� �����

�	'�� ��� ��	
�����
 ���� ���	���� �
�� �	��� �� ��� ��(����� 
�
��
� �	��� ������

�
 ����� �� 	���� ������ �	���� 
� ��� ����	��� �� ��� ����
����� 
�����
 ���	����

	
� 
�
� �
�� �	����

)���
� 
�
��
� �	��� 	� ��
������� �
 ���� ������
 	�� ����
 	������ �
 	����� �
����

����� 	�� ���
� �� �
 �	��� ������ �	
������ 
�� ���� �	
 
� 	������ �
 �	�����


�	� �������� ������� ��� �	����	� ��������
�� *� ��� 
�
��
� �	��� 	�� ������� ��

�	���� 	
��� +�#�� ��� ��������
 �� ��� ��������� �� ��� 
�
��
�	� ������ �	
 
�


�������� ��� ��� �
��� ��
������� �� �	��



��� ������	 
� �
��������� ���� �	�����	� �� �
������� ����	�

����� ����	
��

��� �� 
�� ���� ��
����

����� ��� ���	
�
�
 ������� �� ��� ����
��� 
�����

��
�� �� ��� ������ ��� ������

� �

���� �� ���� ��������� �� �� ���� !"# $ �
�� �� ���� ���
�� %��� �� � �	 
�

�
�	���� ��� �&�	
���' (�
� ���� 
� %�		���) ���� ��� ���	 ���
���) 
� ��� ���� ��

	����
�� ���%���
�
 
� %�	�
���
�� �
�� �

����
��
��%� �� ������ �
�� M2 ≈ 6' ���

%����
�
 �
�	���� 
� "# �	' (�� V ���	��� �� ��� ���� 
� V = 32.9 �� � �������
��

�� * � �	 ������
�
 
� 	��� ���� �  %����
�
��� 	���� �%%���
�
 �� �+���
�� ,'",'

-������� �%%���
�
 �� �.� �
	����
��� ��� �
/����%� ������� ��� �/�%�
�� 
���& ��

��� LP01 ��� ��� LP11 	��� 
� Δneff = 1.46693− 1.46682 = 1.1 · 10−4 ��
%� �����

�� ��0%
��� ��� ������ LP01�	��� �����
��
�� �%%���
�
 �� ��� %�
���
�� 1','

�� ��� ��� ������ ��� ������ ��� �&���
	���� ������ �� ��%����� �� ��� ���	 +����


�) ���� ������� 	����� �� �����
��
��' (�� �� �
���
���
�� ��� ������ �
�
��� ����

������ ��� ��� 	������� ���	 �����
��
�� ��%���� ���� ������� M2 = 1.3− 1.5'

(���� �

��� ������ %�� �� ����
����� �� �� �&%
���
�� �� 	��� ���� 2��� ��� ������

	����� 	��� ���� ��� ���	 ��� %������ �� ��� ����' 3�	����� �� ��� 	�������

	���� �
�� ��� ������ ����� �
�� �	����� %���� ��� ���� ���%� �� ���� %����
�
 
�

���� 	��� %�
�
%�� ��%���� �� ��� ����� 	��� ���%
�
 ��� ��� �

� ��	��� �� %���


�
��� 	����' 4�� 
� 
� �
5��) ���� ��
� %�� �� 
	������ �
�� ������ %����
�
 ���
%�

��� 
	������ ��

�	��� %���
�
��� 
� ��� ������'

����� ����� �&���
	����� 
�����

��
��� �� ����� �
�� %��� �
�	����� �� �� � �	� ���

�
	
� ��� �� ���	 ��������� 
� �� ���� 
���& ����� �%%���
�
 �� ��� %���
�
�� �1',$

��� 
�����

���� �
�� ��� ���� �� �
	����
���' 4) %���

�
 ��� %��� �
�	���� ���

��
�
 �
/����� ��� ������� ���� 
���& ����� ���� �
	������ 
� ����� �� %��%����� ���

�
/����%� �� ��� �/�%�
�� �����%�
�� 
��
%�� �� ��� %���������
�
 �����	����� 	����

��� ��� -6��' (�� %��%������ 	���� ���� ���� ������ ��� ��	����� �%%���
�


�� ���
� �/�%�
�� �����%�
�� 
��
%�� ��� ��� �����������
�� �� ��� Δneff 
� �
��� 1'"'

(�� �����	����� 	���� �� ��� 	��� �
�� ��� �

���� �����%�
�� 
���&� 
� �������

�) 7*� ��� LP11 �) 7,� ��� �� �����'

(�� ������
�
 �����
���	 ���
�%�����
5� ������� ����� ���� ��� 
���& �
/����%�� ��

�����+���� 	���� 
� ���� 
���& ����� ��� 
���
����' (�� �
/����%� �� ��� �/�%�
��

�����%�
�� 
���& ������� LP01� LP11 ��� LP02 ��� �

��� ���� ��� �����
� 	���

���%
�
 ��
%� 
� �������
���� ��� ��� ��������� �� ����� ���	� %����
�
�
 ���) LP01

���!�� LP11 	����'



���� �����	
���� 	
�
 ������
�� �� 	����	
�
 ��
� ���
� ���
�� ���

������ ��	
 ��������� �	 
�� ����
��� ��	�
�
��� �����Δneff ��
���� 
�� �
����

�� ����


�� 
�� 	���
���

� ���� �	 �������
 �
�� ����� ������ �� 
���
���� 
��

�����

��� �����
� 	�� 
 �� 
�������! 
� 
�� �
�
��
��� �	 "#$% 
�� �����

��

�& ��
�' ���

!����

������ ���
 �
����

�� ���� ��
���!

Δneff �	 
�� LP01 
�� LP11

����� ��������! �� 
��

���� ��
��
�� 	�� 
���� ��	(

	����
 )*��

������ ���
 �
����

�� ����
��� ����


��
 Aeff ��������! �� 
��

���� ��
��
�� 	�� 
���� ��	(

	����
 )*��



��� ������	 
� �
��������� ���� �	�����	� �� �
������� ����	�

�� ���� ��	 �
���
�
� �� ��	 ������	���� ���	 �� �	��
	�� ��	 ��� ����� �� ��	

���	 �
����� Δneff �	��		� ��	 LP01 ��� ��	 LP11 ���	� ����
	 ��� ����� ����

���	 �
����� ��������	� ��
 ���	
	�� ��
	 ����	�	
� �� ��
		 ��	
� ���� ���	
����

�
	
��
	� �� �� = 0.55 �
	� 
	������	� � �� = 0.11 ��
		� ��
��	� � ��� �� = 0.22

����	 �
�����	� � �� � ��
	 ����	�	
 �� ����� �!��� � Δneff �� 1 · 10−4 �� 
	���	�

��
 ��� ��
		 ��	
�� "�
�	
 ��
	� �	�� �� ���	 �
������ ����� �
	 ��� ��� ����
����

�� ��������� ���# � � ����	
 �� 
	����� �� � ��
���	
 �����	�	�� �� ��	 ���	� ���

��	
	��
	 �������� �����	
 	�	���$	 ���	 �
	�� �Aeff �� ����� �� ���
	 ���� �� �

����	%�	��	� ��	 Δneff �� � �	
���� ��
	 ����	�	
 �� ��
�	
 ��
 ����	
 �� ��	
� ��

��� �	 �		� �� ���
	 ����

����� ����	
��
� �
�� �� � ���	�� ���

&	����	 �� ��	 ���� �
���������� 	'��	��� ��� ��	 ���� �	�� %������ 	(
	
��	������

����	$	� ���� ��	 ���)�� ��	
 ���� � ��
	 ����	�	
 �� *!�� 

	�	��	� �� �	����� ��+

�",�)-.�)*!/0!! � ����)
��	
 �	�� �	��$	
� �	�� ��� 
	
��
�	� ���� � ������


��	
 

����	� �� ��	 ��12� 3� ���
	��	 ��	 �$������	 
��	
 ��
 ���� 	(
	
��	����

��	 ��	
 ���	
 ���������
 �� ��	 �	��
 �	��
��	� �� ���
�	
 ��+�#�* ��� ��

�$	� ��

��� ��
���	
 ����	�� � 
����$	 ��	
 ���	( ��	
 ��� � ��
	
	� ��	
 
	���� �	
	

�
��� �
�� ��	 ���	 

	��
� ���

��	� �� ���������	 
���  �� ��	 ��12 4�05�

3�	 �


�(����	�� �!!�� ���� ��
	
	� ��	
 
	���� ��� ��	� �� ����� ��	 ��
	

����	�	
 �� ��	 ���	
 ����	� ���� #!�� �� ��	 ��
	 ����	�	
 �� ��	 
����$	 �
���
�
�

��	
 ���� *!��� 3�	 
����$	 ��	
 ��� � ��������)��)��
	 ����	�	
 
���� �� #! ���

� ���	
���� �
	
��
	 �� !�!��� � M2 $���	 �� +�*� ��� �	���
	� ���	
 ��	 �	��

�	��$	
� ��	
 �� +!!� �	���� �� � �
�������	� 
��	
 �� 6!!2 4��5�

3�	 ���	� �� 1�������	� 7���� 1����	
��� ��		 ���
�	
 #�#�*�* ��� ���	
$	� ��

���
�� 
��	
� ���$	 86!2 �������	� �� � ��	 �
	��
�� ���	 �� � 1��9	�)�����	�

�#��� ��$	�	���� �� ++0! �� �� ����� �� ���
	 ��8� &� ���
�
��� ��	 �	���
	�

M2 $���	 �� ���� ��	 ���	
 ���
�	 ���� ��	 M2 $���	 ������	� ���	
 ��	 ����	 ����	��

�� ��� �	 �������	�� ���� ��	 
����$	 �
���
�
� ��	
 ��������� �
���	� ��� ��	 ��
	
	�


	���� �	�	
��
��	� ��	 M2 $���	 �� �	�� ���� !�+� ��
��	
 ������9 �	���
	�	���

����	� ���� �	�� ���� 5% �� ��	 
��	
 �� ���� ������ ��	 +!!� �� �
���
�
� ��	


�	�����
����� ��	 ���� 	'��	��� �� ���� �	�� �	��$	
� ����	��



���� �����	
���� 	
�
 ������
�� �� 	����	
�
 ��
� ���
� ���
�� ���

������ ��	
 �������� 	
��
�	�	�� ����� � ����	
� ���� ���	
��� ���� �rco = 15��� ��=

0.056� �� ���� ��
���� �� �	�� ������ ������ ��� �
��� �� � �� 	
�	�����

�� �
 ����� ���! �� ��"� 
�� 	� �����
���



��� ������� 	
 ��
����
��� ���� ���
����� �
 ��������� ������

��� �����	
���� 
��
 ��������� �� � 
����	��



�������
 ���
�

��� ��� ��	
	��� 
������ �
��� ��� ���� 
������ 	� 
���� ������
	
��� �� 
��

����	� ��� �
 �	��� �	
 ���� ���� ����� 
	 �	������ ���� �
��� �� � �� ������ 

���
��	�� �
��� 	� 
�� 	
��� ���� ��� �!����
�� 
� ���� �� 
������ 
�� ����
 ��

������ 
� "#$ "�����	��% �
 ��� �����
���
�� �� �� ���
��	�� �
��� ��� 
� ����

�	� �� 
��� �������� ��� �	� 
��� ����	�� �� �	������	� 
	 �
�� ����& �
��� 

' ���
��	�� �
�� �	����
��� 	� ( )���	��� �	��� ��
� � �����
�� 	� (�� ��� �

���
���
	����
�� ���
���� 	� Λ = 9 �� ��� �������
���� 
� 
�� #*+" �� ,��� "��

( �	��� ��� ����	����� 
� ���� ������ �����% �����
��� �� � ��������� ����
��� 	�

-' . / /01 �	� ���� �	�� ' ���
��� 	� 
�� �
�� ��� ���� �� ��	�� �� �� ����
 ��

����� 2 3 "�� �
�� ������ � ��
 	� 45 ������	��� ���������� �	����6�
�	� ������

������ "�� ����	��� ��� 
	 �&��
� 
�� ��������
�� LP01����� �������� ������	��

��� 
	 �����
���
� 
�� �	�� ��&��� ������ 
�� ��	����
�	� �� 	���� 
	 ����� �� ����

� �
���
��� ��� 
� ���� �	� �����
��������� �� 
��� 
�����	�
 

����
% 
�� �	�� �
���
��� 	� 
��� �
�� ��� �����
���
�� 
��	��
������ "�� �	�� ��
�


�� ������
 �7��
��� ������
��� ����& �� 
�� �������� ������	�� ��
� 8 ��������
�

������ �	����6�
�	� �
�
�� ��� � 
���������� ��
����
� ���
��
�
�	� �� ��	�� �� �����

2 0 "�� ��&
 
��� 	� �	��� ��� ����������� ��
� �&����� �����
��� ��6���
���%

������� ��� ��
��� �	����6�
�	� �	��	��� 
� 5 ����������� �	��� 	� �	�� �	����&

�	����6�
�	� �
�
�� "�� 44
� ��� 48
� �	�� ��� �������� �	����6�� �	��� ��
� � π

����� ����
 
�
���� 
�� ���
�� �	�� ��� 
�� 2 ����	������ �	��� �LP02������ 9�� 
	


�� 2��	�� �	
�
�	��� �����
�� 	� 
�� �
�� �
���
���% LP2n����� �	��� ��
� 5��	��

�����
�� �	 �	
 ������ ��� 
�� ������
 ������ �	��� ��� LP31����� �	��� 

:&�������
����% 
�� �	������ 	� � ���� ����� )������� 
��� ��� 	�
���6�� 
	 �	����

�������
�� ��
	 
�� ��������
�� �������� ������	�� ��
� �� �7��
��� �	�� ���� 	�

;52��2 �
 � ��������
� 	� 4 /1�� "�� 
��	��
���� 	������ 	� 
��� �	�� ��
� �

)������� ���
��
�
�	� ��� �������
�� 
	 
� 92.55% :��� ����� ������
 �	���
�	��

1−0.92552 = 14.35% 	� 
�� �	��� �� �	
 �	����� 
	 
�� ��������
�� ������	�� ���

�	���
�� �	����� 
	 +<�� "�����	��% �
 ��� ���
 �����
���
�� �	� 
	 ������� 
��


��
 �	���
�� 
��� =����
� 9�7����
 �	�����
�	� ��� �	������ 	�
��� ���� ���� 
	

	�
���6� 
�� �	������ ��
	 
�� �������� ������	�� "�� ������	� 	� 
�� '�: �	����

��� �	����� 
	 
�� �
�� ��
� �� �!������ 	� 01> ��
� 
�� ���� 	� � �	�����
�	�



���� �����	
���� 	
�
 ������
�� �� � 	����	
�
 	�����
�
 ���
� ���

������ ��	
 ��������	 
������ �
��
���� 
� ��� ������
	�� 
� � ���
�� ����� ��� 
������

�
	����� ��� �
��������

 	���
������

������� ��	
 f = 8�� ��
 � �������� ���� ��	
 f = 30��� �
� �������
 �
���

�� 	
� �� ��	����	� 
��	����	��� �
��� �� ����� ��� �� ����� 	� ��� �� 	
� ������	�


����
��� �������
� �
��� �� ����� ����

������ ���
 �������	 �� �
��
���� 
� ��� ���
�� ����� �
 ����� 
� ��� ���� �
	 ���� ��

��
�
 �� �
 �
����

��	 	
� ��	����	� �� 	
� � ����� �������
��� 	
� ���	��� ��� �� ��	 
��	����	�
 �� �

������	��� ������� ����  ���!��" 	
� ��	����	� �� 	
� ���	��� ���� �� �����
������


��
�� 	
�� 	
� ��	����	� �� 	
� � �������
��� ����� �� �#���	�
 ��� 	
� ����
���



��� ������	 �
 ��
����
��� ���� �	�
���	� �
 ��������� ����	�

���������	 
�� �
��
���� �����������
� ������ ��
��� ���
� ��� ��� ���
����� ����

�����
 ������ ��
��� ��� ������������ ���� �������
 ��� ���� ������ ��
���	 ��� ��

��� �����
�����
 �� ��� ���� �����
 �
� ��� ���������� ���� �� �� ��� �
�� �����

����� ��� �! ������
 ��
��������� �� ����� ���� � �������
 �����������
	


�� �
��
���� �
 ��� ��"���
� ����� ��
 �� ���
��� �� ���
��
� ��� ������
� ��
��#

���
�	 !�� �
���
��$ �� ��� �������� �� ����� � � ���� ����������
 ����� ������� �
 �


����� �%��� �
��
���� �����������
 � �� ��� & ����� ���� ����� '	((� ������ �� ���
�#

�
� ��� �������
 �� ��� ���� �
� ���� ������� �� ��� ����� ���
� �� ��� ������
� ��
�

�)#�����	 *� ���� ���������
�� �� ��� ���� ������� ���� ��������� �
��� ��"���
�

������
� ��
�����
�	 +� ��� ���
������� ����� ��� ������)��$ ���� ����������


������� ������
 M2 = (	, �
� (	- ���� ��������� ���� ����� ��������
��	

!����� '	(. ����� ���� ��� �����
�� M2# ����� ���
� ��� ��� ���
 ���� ��� ��"��#

�
� ���� ���� ����� �� ��
 �� �������� ���� ��� �! �����������
	 /
� �� ��� ����

�
�������� 0 �����$ ������� ��� ����� �
�������� �
�� ��� ��
���� ����	 �� ��
 �� ���
$

��� �������� M2# ����� ����  �������� �
����
��
� �� ���� ��
�� ����� ����� ����

��
�#�
����� ���� ����
� �
 ���� ���� �� 
���������	


� �����
 � ����������� M2# ���� ��� !! �����������
 ��� ���������� ���� ��� �!

�����������
 �����
�� �� ��� ���������
 ���� ��� ���� �� ��� 1������" �
������ �,	23�	


�� ��������� �� ����� 
���# �
� ���#���� �����������
� ���� �������
�� �������
�

�� ��� ,
� ����
�� ������ �,	2-� ���� ����� �  ���� ��� ��� M2 �� ��� �
#����� ��#

������� ��� ���������� �������
� �� �%�����
 ,	20	 �� ������
�� �
 ������� 3	(	,	(

��� ����������
 �� ��
� ��� � �
��� �����
	 +� ��� ���������� �����
 �� ��� !! �� ���#

��
 �
 � ��� ���� ���� ���
 99% �� ��� ����� �����
 ��� �! �� �������� �����
 ���

���������� !! ����� ���
 1% �� ��� ����� �� ��� �� ��� ���� ���� ��� ��� ����������


�� ��� !!� ��� �����������M2# ����� �����
�� ���
� ��� ���
 ���� ��� (	0' �
� (	,4	

5������
� �����  ����� �� ��� �������� �
�� ����� ���� ��� �������� M2# �����

��� ����� ���
 ��� �����������  �����	 
��� �� �������� ������� ��� ��"������
 ���#

���
 �� ��� �������� !! ��� ��� �� ��� ���������
� ����� ��������� �� ��� (6

������7�������� �
� ���� ���
 1% �� ����� ��� ���� �
 ��� ��������
�	 � ��������


������� �� ��� �
� �� ��� ����������)����
 �� ��� (4#���� ���� ��������� �
 3	(	,	(	

����� ��� ������
� ��
�����
� ���� ������)�� �� ������)� ��� �
��
���� �� ��� �
#

����� ���������$ ��� ����� ������ ��� �� ���� ��
�� ���� �
 ���������	 !�����

'	(, ����� ��� �������� ��
��
� ������ �� ��� &#���� ���� ������ ��������	 8�
��
�

������ ����� 
�� �� ����� �� ��� ����� ������ ���
 .	(�	



���� �����	
���� 	
�
 ������
�� �� � 	����	
�
 	�����
�
 ���
� ���

������ ��	
� ��� M2�����	
� ����
�


���� �� ��� ��	 
���

���� ����
 ��� ���	
� ���


�
� ��
���� ����������� 	�

��� ������� 
����� R�

������ ��		� �	�� 
����
� �����

����� �	 � ���
�� ����

��������� ����
�����	� ��

��� � �	
���

������ ���	
 	��� �� R = 0.04� 	
	 ��
��� 
� ���	
�� ��

�
� ��� ���� 	
	 ���

���� � ���
������ ����� �� ��� ���� ����
��� � 	����	��
�� �� ��� ���� ����
��

	��
�� ��� ��������
�� 
� ���� 
�����
 �
�� ������
 ���� � �� ��� ��
 ��
� ���

��
����	� ������ ��� 
������	� 

 ���� ���� ��
	�	�  �� ��������
�� �� ��� ����

��
 �
�
����	 �� �� ! 	"#$� �

�� ��� ������$ �����	 	�
��
��	 
� ������� %���%�

������ ��	�� �����
�� ������ ��
�	��� ��� ���������� �	��� ��
����� ���������������

�	���� 	� ��� ���	
� ���
�



��� ������	 
� �
��������� ���� �	�����	� �� �
������� ����	�

����� ����	
���
 �� 	 ������ ������ ��� �� ��� ����
�

����


��� ����������	���
� 
� ��� 
��
�� ���� �������� ���� ��� ����������� ������
��

��
������� ���� �
� �
����� ��� ��� ���� ������� �� ������ ���� �� ��� ���� �� �
���


� ����� ����� ������� ��� ������� �
 ��
�� 
������� �
� ��� �� ������
�� �� �� ����

���� ������ �
 ����������� �� ����� �� � �
������
��� ��������� 
� 
�� 
� ��� ����

������� �� ���� �
��� �� ����
������ ����� ���� �
 �� �
��� �
 ��!� � ����������

�
������
��

"� ���� 
� ��� ���� ���� ����� � �������� ������� �����
� 
� ��� #$%&$$ �
��'( ����

)��������� �� *�+, ���� -.�� �
�� �������� �� ��
��� ������� ���� ���� ���
��� ��

/�(�-.%-0$ � ������ ��� ���� ������ 
� �
��������� �
��� �� ��� 
��
�� �����

1�������
��� ��� �
�� ���� ���� 
� ��� ����������� )�����,�
�� �� ��� ���� �
�

�
�� ������ 2����� ��� ��
 ����� ��� ������� ������ �
� � �
������
��

��� �
������ 
� ��� ���� ����� ���� ���
 ��� ����� �� ����� 
�����	�� �
 � ���� ������

��� ����������� �
��� ����� ����� �
�� ���� ����� ��� ������ ��� ���� �
������


����� ���� ���� �
� �
�� ������ 3���� ��� (�4 �
����� ��� ���� ��
������
�

����
�� M2 ��� ��� ������� �
���� 
� �
�� ����� ���� �������� ������ ��� ����

����������� ���� ��� 
������� M2 ������ ���� ��
�� +�# �
� �
�� ������

��� ������� 
� ��� ������������ 
� ��� ������� �
���� ��� �
������ �� ����� *�+#�

��� ������� �
���� 
� �
�� ����� ��� ���������� �
� ����� ������ ���� R = 0.1�� 1
�

����� ���
� R = 0.1�� ����� ������� �
�� ��������������� ��� ���� �������� 5��� �
�

��� �
���� �������� ������� ����� �� R = 0.03� ��� ������ ��6�� �
����������� ���

������� 
� ��� ���6���� 
� ��� ����� �� ��� ��7���� �
 ������� ���� ����� ����� ���

��� ����
���������� 
� ���� ����������� �
��� ��� �
���� ������
��� ��� ������� ��

R = 0.03� ���� � ������ ������������ 4 ���� �
� ����� ������ ��� ������� �
����


� ��� 
��
�� ���� )���� ������
��, ��� ������� �
 ��� �
���� 
� ��� /�(�-.%-0$

)
����� �������,�

1�
� ��� �
�� ���� ������ ���M2 ������� ��� ��� ������� �
���� �� ��� �� �
�������

���� �
�� ����� ������ ���!�� "� ����������� �� ��������� 
� ��� ������
�� �
����� �
�

��� ������
�� 
� �� ����� ���� �� ����� ��� �
� 
�������� ��� ���
������� 
������

������� ��� �������� ������
�� 
� ��� 
��
�� ���� ���� � 8������� ����������
� ��

��
�� 9-�..: ��� ������
�� �
��� �� ��� 
������ 
� � 8������� ����������
� ���� ���

����������� �
�� 
� ��� ���� ���� ���� ����� ��� �� ��
�� �
 +$$:�



���� �����	
���� 	
�
 ������
�� �� � 	����	
�
 	�����
�
 ���
� ���

�� ��������� �	
 ��
��
 ��
� �� ���
 ���
��� �� �����

 ��� ���� �� �
�
��� 	��
 �

	��	
� ���
������� ��
 �� �	
 	��	
� ������ �� ���
���

�� �
�

� �	
 ��
� ���
�

��
� ����� �
 ��
�
��
� �� � �
���
�� ��
� ��� � �������� �
���

���
�
�� �	
 �
����
�
��� �	��
� �	�� ���	 
��

��� 
�� �
 ��
� ��� �� 
�
�
��

��������� ��  ! �
��� �� ���� �� �	
 ���
 ���
��� "#�$% �� 	��	 
����	�

������ ��	
� ���������	 �
 ��
 �
	��	� �
	�������� �
 ��
 �����
 ��
� �	� � ������ ��
�

�	�
� ��
� ������ !�"#$% &�
 
'	���
	��� ���
� �
 ���� ��
�� ���
 ��


���
 ���
 �
�� ��
��%



��� ������	 
� �
��������� ���� �	�����	� �� �
������� ����	�



������� �

�	
��
����
 ������ ��
�� �� ������

�� �� ���� �	
��� �
� �������
�� �� �
� ������
	��� ����	����	� ���� 
� �	�����

���
�	���� �� ����� 	�� �� ����� ���� 
�����
�	���� ���� 	 ��� ���	� � �� �
�

���	�
!	�
�� ���� �	�� ���	��� �
� ����� �
������� �� �	� �
� ��� �	
��	
� �
�

���	�
!	�
�� �� �
� �
�
�� "
�

� �

� �
	���� ���
���
�	� ������ ����� �

�
 	��

����� �
�
 ��	�
	��� �	��
�� ���	�
!	�
�� 	�� ���
���
�	��� �������
� 
�����
�� �
��

��
���
�� 	�� ����
������ #
� ����
��� ������� �� �	�
	��� �TM0X� 	�� 	!
���
	���

�TE0X� ���	�
!�� ����� 	�� �$��	
��� 	�� �
� ���� �$���
����� �
�
 ���
 �����

	�� ���� 
���$ ����� 	�� ���������

%�� �� �
� �
�
��� �
��� �

� ���
� ����� ��� �� 
�����
�	��� 
� ���� ���	
� ��� 
� 
�

�����
��� ����� �

�
 �
������	���� �	�
	� �� 	!
���
	� ���	�
!	�
�� ��	��� �	� ��

��������� ���
�� ����	�	�
�� 
� �	��
�� ����� 	�� ����
	��� ���� ���
��� �� ��	���

���� ���
 ����� 	�� �������� �

�
 ����� �� �
� �	�
� ��� ����
�� 
�����
�	�
��� 
�

�

� �����

��� �����	�
�� 
� �������� ��� �����	����� �
����

���� �
���

&� ���� 	���
�	�
��� 
� 
� 	��	��	����� �� ��� '��� �
�
 	 �
����
	��� 
�����

�
�� �
���
���
�� 	�� ����
	� ���	�
!	�
�� �������
��� (	�
	� �TM01� 	�� 	!
���
	�

�TE01� ���	�
!	�
�� ��	��� 	�� 
�������
�� ���	��� �
� 	������
�� ���)�
��� �������

�� �
� ���	�
!	�
��� '����� ���	� �������
�� �	� ���	��� ������ ���� ���
 ���	��


!	�
�� ��	��� *+,-�

&� �	��
���	�� �
� ������������ �	�
	� 	�� 	!
���
	� ���	�
!	�
�� ��	��� TM01 	��

���



��� ������	 
� ��
���	���
 �����	 ����� �� ����	�

TE01 ��� �������	
 ����
�� �� ����� ��
� ���
�������� ���� M2 �� ���
� ��� �����

����� ��� 	�� �	�� �	�����
���� ��� ����� ������� �����������	 ���������������� �����

�	��	���� �������
���	 �� �� �	������ �� ���� �� ��������� �	 ��� �������	
� ��

�� ���

����� ��� �	��	���� ��� �� �� � !�
����	 ���� �	 ���������	 ���� � ��	
 ������

�	��	���� �������
���	 �� �	 �"����� ��������� ��������� ���� ��	 ���� ���� ����	#

�������� �
� ����
������ �� �������� ��
�� �� 
��� �� ������ $������	
 �� ����	�

����	�� ������ ���%&� ���� ���� � ���� �������� �� �''��� $� ��	 �� ���	� ���


�����	� �� ��� �	��	���� �� ������� ��� ��� ��	
#������ �	��	���� �������
���	� (�	�� �

������	 ��������� �	��	���� �� 	����� �� ���� ��� ��������� �������� ��� ��	
#������

�	��	���� �������
���	 �� ����	��
��
� ����
�� ���� �������� ����� �� 	�� �����	 ����

�� ������ 
		���������� �� ��� ������

��� ����
����� �	
��#����	��	� ����	�� ���������	 �	 � ��� ���	 ����� �� ����	 �	

 

�� ���� ��� ������������ ����	
�� ����	�� �	 ��� �����������	 ��� ��
� �	
��� ��

�	����	�� ������ �� ��� 	����� �	����	����

)���� �� ��� *�+, ����	������� �	 �	������ �� ��� �
���	
 �-���	�� �� 
� �� ./ %

�	� �	 �	������ �� ��� ��"��
� �
���	
 ����� �� .��+ % ���	 ��������	
 ����	����

����� ���� � ����0	��� �� ��� ���� � �������� ��������� CO2 ������ �
����������

���� �������� � ���
��� ������� �������� ��� ���� ����� �	� �	 ��
	� ��	� �	1
�	��

�	 ��� ������	
 �-���	�� 
��	
 � �����#����� ����� ���� ��� ������	
�� �	� � ��������

��������� �����

������ ��	
 ��������� ����	�
������ �


� �������� 
��� �������

����� ��� � ������	������ ���

��	���� 
��� ������ �����

�����

������ ���
 �	����� �
��	������� ������

����� 
�	 ��� �	�� 
�	 ��	�

����� ��� ��� ��	���������	

��� ����	������� �����



���� ������	�� 	
 � �����

� �	
������ �	�� �� � ���� ����� 
���� ���

�� �������	
�� ��� ���
���
 �� 

��
��� �
 
������
��� ���

���� ����� �� �����
�

���
� ����
�����
���� 
 �����
� �
��
 ���
�� �� ������ ��� ���� ������
��
���� 
�
���


��� �
��
 ���
��� 

� �����
 �� ���� 
 ����� �� �� 

������������� �!
����
�� ��
�

�
 �� ���� 
 "
����� ��
� �
����# $ ����

�� ���

���� ��
� �
� �� �

����
���

����	 ��	������ λ/2−�
�� ��
��� %&&' �� ���
�� 
 ��
� ��
� �� ������ 

��
��� �



������
��� ���

����# (�����
� ���� �����
 ����� �
� �� 	���

��� ��
����� �� ���

��	 �����
� ���

��
���� ���

��
���� ��
���	 �������� ����� �� ������
��� ����
�����	

��
 ��	������
 �
��
�# ���� �������� ��
� ��


���
����� ��������� 
�� ���� �� �����

��� �
�� 

��
��� ���

���� ��������) �
��
 %&*' �� �������	
�� ��� ����������� �� ����	

���
� ��
 ������
� �� ���� ����� 
� ����
���� �� ��� ��������	# +�
���
 ����
�
�����


���� ��� ���

����	 �������� �	

���	 ��

�
�� 
�� ��� �����
� ��������) �
��
 

�


�
��
��� �� 
������� ,#-#

��� �����	
�� 
� � 
������� �
������� �
�� �� �

���	 ����� �����

$� �������

��� �� ��
���
 &� ��� ����
����
� ���� �
� �� ���� �
���
��� ������


 �� ���
 �� ��� ���� �� �
���
�� �
������ 
�� ��� �� �
���� �� ��� � ������ 
��

��

���� ������� ������� ��� ����
����
� ���� 
�� ��� ���������� ����� �� ��.�������

��	�# /�� ��� ���

��
���� ��
�� �� ��� �
���
��� �� ��
��

� ���
� 
�� ��� ��
�

��
������ ������ ��
� ��� ��	
�� �� ���

��
���� 
���
 ��� ���
 ��
��	�� �������

�� ��� �������� 
�� ��� ������	 �� ��� ���
# $ ��
��
��	���� 
� �
���� �� ��

��

�� ������ �� �
��
 �� �
)� 
 ���
 ���

��
���� �
���
����	#

$ ������
��
� ��

�� ����
������� �
� �� �������� ������ ������
��
��� ������
�� ����

����� ���
� ��� �� ��� ��
����
����	 ����
�
�� %&,'# ���� 
 ��

�� ����
������� ����

��� ��
� �� ��� �
���
�
���� �� ����

�� ���

���� ��	�� ��� �� ����� �
���
�� 
 ����

���� ������
��
��� ������
�� ���

��
����# �� 
��
��� ���� ����	��� 
 

��
��� ���

�

���� ���� �
� �

������ ��0����� ���� 
 1�$ ���
 �2���
� 345677� ���� 
 ��
�

��
����
 �� 34�� 
�� 
 2$ �� 7#7* 
�� ��


���
���� ���� ��� 2+�++���
��
�����

�����# +�	�
� *#8 ����� ��� ��
��
�� ��

� 
�� �

����� ����
�������� �� ��� �
��


��
� 
���
 �
��
	
���	 ��
 -7 � ������ ��� ���
# �����
� �

� �
� �
)�� �� 
����

��
��	 ����� �� ��� ���
# ��� 
��	���
��� ����
������� �� ����� ������� ��� ��� ������

���� ���
 ��� 
��	 �� ��� �����
�# $� ��
 ��� 2+� ��� ��������� �� ��� �����
 �� ���

++ �
������#



��� ������	 
� ��
���	���
 �����	 ����� �� ����	�

������ ��	
 ����� ��� ����	�
� �����
��� ��
���������
 ����� � �� � 
��� 	��� ���� �� ��

���� �������� ��� � �� �� ���� �� � �����

� ��
������ TM01 ���� ��
 ����
��

�� ��� 	����

� �������	� 
�� ��
�����	� ��
� 
�	 �	
�� 
� ������	 
�	 ��������
���� �����	 ���

���
� 
�	 �	���
��� �� ���
����
���� ��� 
��		 ���	�	�
 ������	� �	

����� ���� 
�	

���	�	�
 ��
	���
�	� �
 ��� �	 �������	� 
��
 
�	 ��������
��� �� ��
 ���	�� �������

� �������	
	� ��		 ����	 ����� ���
� 
�� ��	� 
� ���
�	� ���	�
���
	 
�	 ����� �� 

������
��� �� 
�	 ����� !�	 "�	� ��� �		� ���	� �	

		� 
�	 �	����	�	�
 
�
�


�	 ������	� �� 
�	 �� �� �	����	�	�
 �	
�� ��� 
�	 �	����	�	�
 
�
� 
�	 �� 

�����	
	� 
���� ��#�	��	� 
�	 ��������
���� !�	 ��������
��� 	�����	� ���
 
��
 
�	

��������
��� �
�
	 �� ��� ���� �	��� ���	� � ������ 
	��	��� �� ������	 �
 ����
����


�	�	 
�	 ��
	���
� �� ���� ��
 �� 
�	 ��
	� ��
	���
� ���
� 
�	 ����� ��������
��� ��

��
�	� �����
��� 
��� �������

������ ���
  �
���������
 �� ��� �! �����
��� �� ��"����� ���
���� 
������
 ��� 
����

�������� ���� � ��

� ��
�� �
�� �������� ���� � ��
�������� �� ���
��� ���


���
 ��
���������� #�� ���
�������
 ���� ��������� ����� � 
��� ����$ 	���

�� �� � 
����� %rco = 12.5��& �� ' ����( �� ����� � �����

� ��
������ ����

��
 ����
���



���� ������	
� ��
��� ��� �����		� ��� �����
��		� ��	������ 	���
 ���

��� �������	
 �	��
������ 	�����	�� �	���	���	�� �� ��� �	������� �� ��� ����	���

���� 	� ������� ���	�� ��������	�� 	��	�� � ���� ����� ��� 
���������	�� ����� ���

LP11
�	�� �� ���
�	��� 	� 
������ ������� ��� ����� �� ��� �	�����	�� ������� 	� �����

���� ��� �����	����� ������ ���� ��� ��������� �� � ���	���� �����	��� TM01 ����

�	��	� ��� ���� ������� 	� � �	����� �� ��� ���� ����������� HE21 ��� ! TE01! TM01

����� ��	
� ����� �� � ��������	�� �� ��� 	�����	�� �	���	���	��� ��	� 	� �	"����� ��

��� 
��� �� � ���� ��������� �� � ����������� ���� ����� ��� 	�����
�	�� �� ��� ���

����������� ������������ �����	��� #����	��
�	�� ����� ��� ���� �� �������	���	��

��	�� ��� 	�����	�� �	���	���	�� �	� ��� 
������ $���! ��� 	�����	�� �	���	���	�� 	�

������� �� �����

��� �����	
�� 
����� ��� �	��	

� 	�� �������	

�

��
	����� �����

%� ����� �� ������ ���� ���	���� �� ��	�������� �����	��� ����� ����� �� ��� ����


�	�
� ���
	���� �����! ��	
� ������&� ��
� �����	���	�� ������! ��� ������� ���

��������
� ������� ��� �	"����� �����	���	�� ������ ��� �� �� �	���� �� 	������
	��

� �����������	
��� ���
�����
��
� ��� �������� �� ��� ����� 
���	��� �	�� �	"��


��� �����	��� ���� ��� ��� 
��� ��� ��� 
����	�� �� � 
����	�� ���	�� 
��
������	��

�����
	���� 	� ����	��� 	���� ����� �	�� 	������
� � �	����	����
� 	� &	������� �&


��� ����� $���&��! �� ��� ���&	��� ������� ������! ��	� �	����	����
� 	� ��� ������

������ �� ������ ��� ������&��	�� �� ��� �����	���	��� '� � ������! ��� ��� �� 	�



����� ��� �	����	����
� 	�����	�������

(	��	� ��	� ����! ���
	�� ���� ����
����� �	�� ����
��� �	����	����
� ���� ��&������

��� �	������� �	�� ��� )*+ ��������� ��� ,-��	�
.�����, ������ �� /0+.01

+���	����	
� ��� ��������� 
���	��� �	�� ��� ,$���	�
+��� (�&��, ������ �� ���

2) ����	� ���3���
� ��
����� (	�� ��� ��������� �� ��� ������
���	
�� 
��4
	����!

��� ������� ������	�� 
��4
	����! ��� ��� -�	����5� ���	�! ��� 	�6���
� �� � ���


�������� 
����� �� ��� ������ �	���	���	�� 
�� �� ���	&�� �� �����	�� ��� 7����5�

�������� )�� 	�����
�! 	� �	"����� �����	��� ��� 	���������� 	� ��� ����! ��
� ��

������ ���� ���� �� �	����� ��	��	�� B2O3! � ������ �	���	���	�� 
�� �� 
��
������

��� � �	&�� ����������� 
������ ��	� �	���	���	�� 
�� ���� �� ���� �� 	���� ��� ���

�	������� 
��
����	���

��� ��	� ������� �� ��
� �� ������
� 	� ���� ��� ������ �	���	���	�� 	� ���� �����



��� ������	 
� ��
���	���
 �����	 ����� �� ����	�

�� ��� � ���	
� �� � ���
����	�� ������ ���� � ���
����	�� T1 �� � ���
����	�� T2

�	� ������ �� ��� ���
��� �� ��� 
��	�� �
��� �	���� ��� ���� ������� 
������� ���


��	�� �
��� ������� ��
��� ��� � ������ �������	���� �� �������� ������ ��� ����� ����

������ �������	���� ��
���� �� ��� �������� �������
 
���������� �	�� �� ��� �����

����� ��� ��
���� ���
����	���� ��� ���
����	�� �������	���� ������ ��� �
���� ���

������

� �

 
��������� �� ��� ������� 
������� �� ���� �	���������� 
�����������

��� �������
� ��� ��� ������� 
������ ��	
� ���� �� �� � ������ �� �����
 �����

�� �	����� ��� ���
� �� ���� ����� !� ����� �� 
������ ����������
 �������������� ��

�������� ���� ���	��	���� �� ��� ��������� ������� �� ����� ��� ������ �
������ ��

��� ��
�� ���� � ������� 
����	��� !� �� ��

 ����� ���� � 
����	�� �� ��� ����� ��

"### ��� ��� �� �������� �� �
��� ��
�

����� ���� ������ ����� ��
�� �����	� �������

����� $��� ���� ����
 �� �� 
�����
� �� ��
�	
��� ��� ������ �������	���� �� ��������

�����	������� �� ������	���� � ��������
� ���	�� �� 
����	���

������ ��	
 ���������� 	�
�		 ��	�
�����
� ��
�	�� 	�
�		� 
� � ���������� ���
 �� ��� �

���
 ���� � 
����	����� �

� ��� � ����
�� 	�
�		 ������� ��� � 	����� 
�

��� 	�
����
� ���� ��� ����
�� 	�
�		 ������� �	 	�
�� �� ���

%��	�� &�' ����� ��� ��
�	
���� ������ �������	���� �� ��� ����� �� ����� �� ��
��

��
�� 

���� ��� ���� �������	���� �( ���	
�� �� ��� ��
�	
������ �� � 
�
���������

����������� )*+( *�������
� ����� ,	�� ����� ��� ���������

� ����
��
� �� 
���

����� � 
����� 
�
��������� ��� ,+ )�� ��� ����� �� 
�� �����( ���� �����
���� ���

���	
����� ���	
�� ��� ���� ��
� �� ���� ���� �� ���� ��������� ���� ��� ����
��
�

����	������ ����� ��� ������ ���	��	�� �( � ������ � ������
 ������ �
������ ���

���� ���������� ���� ���� �� � ���� ���	�� ���� �
����� ��
������ �� � ���� 
������� 

�
������� !� ���� ����� ��� ������ �
������ ��� �

�� ������ ������ ��� ���	
�����

�� ��
�� �

�� ���� ��� ���� � 
����	�� �� "### ����



���� ������	
� ��
��� ��� �����		� ��� �����
��		� ��	������ 	���
 ���

�� ��� �� ����� � 	�
��
 ����������� �
���
���
�� ���� ��� ���� �	 ��� ���� ��� ��

���
���� 
� �������
�� ����� �
�� ����� ������ �������� ��� � ���������
 �����

����� �
�����
 �����
��� �
��� �������
 
������� �� ��� �	 ��� ��
� �����
���
�� ��
�

�	 ��� ���� ��
���
�� 
�� ����� �	 �����
���
�� �
�� �
 ����� ����� ����
� �������

��� ���� ��� ��� 	��� ��
�� !�� ����� ����
 Δφ

Δφ = (βv − βh) · L = Δβ · L �����

�� �	
�
	��
�
� �
 ��� ������ 
� �	
�
�
��
� L 
�� ��� ����	���� 
� ��� �	
�
�
��
�

�
���
��� 
� ��� ��
 
	��
�
�
��� �
�
	���� �
��� �βh� βv��

��� ��
�� 	��
��
� �� 	���
	�� 
���	 ������	 ��������� 
� 
 ��	�
�� ����
��� �
����

�
�
	��
��
� ��
� ������ Lb

Lb =
λ

Δneff
. �����

���� ���� 	��
��
� ��� ����	���� 
� ��� ������ � 	��	
��� � ������� �
� �� 
��
����

�� ��
��	��� ��� ��
� ������ 
� ��� !��	� "� �
���	��
��� 
 
��
��� �
�
	��
��
�

�
���
����� �#$� !��	�� ��� ��
� ������ �� 
 ��� ���������	�� %
	 Lb = 2�� 
��

λ = 1 ��� ��� ������ � ����& ����	���� ���
��� Δneff = 5 · 10−4 ������ '
	����

#$()*�� ���� ����	���� �	� ���� �
�
	��
��
� ��&��� ������� ��� ��
� 
�� ��� �
��


&��� �
 ��
� ��� �
�
	��
��
� �� �	���	 �� �� ��� ����� �� �	
��	�� �
�������

��� ����
��
� �� �+�� 
���� �
 ��� �
�� ��&��� �� $$ !��	� ��������� �� ��
���	 ,�

- ����	���� 
� ��� ������ � 	��	
��� � ������� ������� ��� �
��� �� ��� 
	��	 
� 10−4

�
� ��.����� �
 �	���	 � ��� ��
� +�
���� 
� ��� ����
����
� �
��� "� �� ��	
����

�
	�
	� �
 �
����
�� �����
	 	�+��	������ �
	 ��� �
��� 
� 
������
��� 
	 	
��
���

#$ !��	�� /
�� �	� ���� ����
��
� �� �
	� �
����&� �
 �	
�
�
�� ���� �
��� ���

!��	 �
� �
 �� ������
�� ���
��� �� 
�� 	�
������ �
�� ��� ����
����
� !��	 �
��

�� ����
	�� �
�
	���� �� �� ���� ��� !��	 �
	� �
� ��� ��
�� 
� 
 	�����

�
 �
���
�� ��� TE01 
	 ��� TM01 �
��� ��� �
�� ��&��� ���� ��� ����
����
�

�
�� HE11 
�� ��� /0$� �
� �
 �� 
 
����� %�	���	�
	�� �	
���
�1 ������� ���

�
�
	��
��
� ��
��� �
� �
 �� �	� ������ 2���1� �� ��� �
�� 
� ����
	 �
�
	��
��
� ���	�


	� �
� ��
 ��� �
�	 �
������ �
�
	��
��
� ��
���3 
������
� �TE01�� 	
��
� �TM01�


�� ��
 �
��� ���� ���	�� �
�
	��
��
� �HE21�� ����
�� 	
��4
�� ��	��	������� ���

�
�	 �
�
	��
��
� ��
��� 
	� ���
	4� ������	
���� ��� ���� ����	���� 
� neff � 	��������

�	
� ��� 	�5����
� ����	����� 
� ��� �
	�4��
�����4����	�
�� 
� ����	��� �
�
	��
��
�

��
���� �� ���
��� ����������� /
�� �	� �� �	������ 
� 	
��4
�� ��	��	������� ���

���
	4� ������	
�� �� �	
1�� 
�� ��� ������ � 	��	
��� � ������� 
� ��� ��
 �
���



��� ������	 
� ��
���	���
 �����	 ����� �� ����	�

���� ������ 	
����
���
� ��� ������� �� ������� ��� neff 
� ��� �������� ��� ���

�
��������� 	
����
�� �
���� ������
��� ��� �
��������� �
� ��� �
���� �����	
�� 
�

� TE01 �
�� �� �� 
	����� ���� ��� �� �������
�� ���

� neff(HE11)− neff(TE01) > Δnmin ��
�����
� ��

� |neff(TE01)− neff(HE21)| > Δnmin ��
�����
� ��

� |neff(TE01)− neff(HOMs)| > Δnmin ��
�����
� ��

���� Δnmin ≈ 1.0 ·10−4�  � ����!��! ��� ��!������ ��
� TE01 �
 TM01 
�� 
������

��� �
�����
�� �
� ��� �����	
�� 
� ��� �
����"
���� �������� 	
����
�� �
���

����� ����	 
 ���
�
� �
���� ���

��� ���	���� ��� �
 ����
���� � ����"�
� ��������!���� �� ��
�� �� �!��� #�$���

%��� 
�� ������ �
� �� ���� �� ��� ������ 
� ��� ���� ����
����� �� � ��!�"����&

�
�� ����� ��� �� ��	������ ��
� ��� ������ �
� �� � ���� �
�"����& �������! �


�'
�� �
���� ����
����� �� ��� ��!��� ���
�	��
� 
� ��� ������ �
�� ��� ���!"���	��

�
�� �� ����
��� �� �
�"����& �������! �
 �
���� ��� ��!�� ��� �
 !�'� ����������

�����!�� �
 ��� �����

( ������ 
� ��������
�� ���� 	���
���� ���� ��)����� ��
�� 
� ��� ������ �
� ����"

����� �� �� ��� �
�� ���� �*** ��� 	�������� ��� ��)����� ����+������ 
� ��� �
���

��� ��������
�� ��
��� ���� �� ���� +��� 
� ���� ��� ����������� �
�� �� � ��������

	
����
�� ���!"���	�� �
��� ,���� �� �� �����!��"�
����� �
 ����� �
 ��� ���� ��


�
�����
�� �����
��� ��
'� �� �������! ��� �
�� ����� �� �� ������ ��-���� �
 ������

��� ����� �
�����
�� ��� ����
� �� ����� ����+� �� ��� .����"��	� ����� ��� ������

	�
��� �� ���
�!�� ���
�
!���
�� 
'�� ��� �
�� ����� ��� �����!�� 
� ��� ��������"

!���� �� ��	���� ���������! ���� ��� �������� ��
� ��� ������ �������� ��� 	�������


� ��� ������� �
��� �HE21� ����� �
 ������
��� �
�	������
�� ������� 
� ����� �
���

�������'��� �
 ��� ���"�
 ��������!�����

������
��� ��� ���!"���	�� �
�� ��� �
 �� ��
�� �
 ��� ������ �
�� ��� ����� �������!

��� �
 �� ����� ��� � ���!� /( �� ��0����� �
 ��	����� ��� ��!�� ��
� ��� ������

�������� 1� ������� ��������
�� ��� ����+���� 
� ��� ����� ��	������! ��� �
�� ��
�

��� ������ �
� �rinnerco − rsr� ��� �&�� �
 ��� ��� ��� /( �
 *��� ����� ��� ������


� ��� ������ �
� rsr ��� ��� ����+���� 
� ��� �
�� ��!�
� �r
outer
co � ���� ����!���



���� ������	
� ��
��� ��� �����		� ��� �����
��		� ��	������ 	���
 ���

��� �����	
���� ���
�� 
�	
 �� 
�� ���� ������ �� �	�� 
��� ��
 
�
� 	 ���� ��	��

�
�� 
� �	������ ��
�� 
�� ���� 	��	 	�� 
�� ����
��� �	���	�� �������������� 
��


���� �����
��� �� �
��� �������	
��� ���� �������	��� ����� ��	� 
� 	 ���� ������

�� ����� 
�
� ������ �������	��� ��
����
� ���
����
���� ��
 ������� ���	���	
���

�������	
����� ��� ��������� �� 
�� ����
��� ���� ������� �� 
�� TE01 �� TM01 
�


���� �� 
���� �� � �� 
�������� ���
��	�� !�������� 
� 
�� �����	
���� 
�� 	�����

�	
��� �� 
��� "��� �� �
���
��� �� ����
�� 
� ���� ���� 	��	� ����
 #$%��2 ��� 
�

�����
��� &�

'���� 	 �������	��� �
���� ������
 	����� 	 ������	� ���� (������
� �������	
���)

���� ��
 ��	� 
� 	 �	���	�� ������������� ������ 
�� ���� ���	��� 	�� ������ �	����

�	�� �
���� !� 	 �����
� 
���� ����� 
� �� �� �������	
��� (
�
� �����	� �
���� �����

�� ������	
���� �� �
���� ����� 	�� �
���� ����) 
���� ��	�� 
� 	 ���� �����������

	����	����
���� ���
����
��� ���� 
�� ���� �������

����� ����	 
 ��
��
� �����	 �
��
���� �� ��
 ���


!��
��� 	����	�� ��� 
�� ��
�����
��� �� 	 �	���	�� ������������� 
�
���
 
�� ��� ��

�
���� ������
� ����� �� 
�� ��	��� �� 
�� ������ ������
�	
��� ���� 
�� ���� 	��	�

*� ��	����
 ����� ����� 
�� ������ ������
�	
��� ��	���� ��	��	��� 	�� �	���� �	���

	�� �������������� +��	��� �� 
�� �����
�� �� 
�� ������� 
�� �	���	�� �������������

�	� 
� �	���� �� 
�� ���
�� �� 
�� ����� ��� �	����� ������������� 	���	�� 	
 
��

�������	����� ��
���	��� 	�� �� �	�	����� ������ ����� 
�� ������������� �����	���

�	�	�����	��� ���� 
�� ���
�� 
� 
��� ��
���	�� ,-./� ��� ���� ������
��� ������� ��

���	��� ��
������ 
� �������� 
��� ��������������

*� �	�� �� �
�� ����� ������ 
�� �	���	�� ������������� ��
������� �� 
�� �������	�����

��
���	�� ���	�� �	����� 
�
� �����	���� ���
	��� 
� 
��� ��
���	��� ��
����� ���

����� 
�� 
� �	������ 
�� ������������� �� ����� �������
 ���	�
� �� 	 
	� 
�	
 
��

�����
��� ����	�
��� ����� ���
����
��� �� �
��� 0	
 (nco(r) = nco) ��
 
�� ��	����
 ��


�� ������������� (�����	�� ���� 
�� �������	����� ��
���	�� 
� ���
�� �� 
�� ����) ��

�������1 
������ ���	����� 
�� ��0����� �� 
�� ������������� �� 
�� ���� �
���
����

*� 
��� �	�� 
�� ������������� �� ���	
�� 
� 
�� �	����	�� ������ ������
�	
����� 2���



�
� 	 
	������
� �� 	���
 #��� ����	�	
��� ������ 
�� ���� ����� 
��� ����������

	 ����
� �	��	
���� ���������� 
�� ������������� �	� �� ��������
�� �����
�� �� 
��

�����

���
� 
����� ε�



��� ������	 
� ��
���	���
 �����	 ����� �� ����	�

�� � ������	���� �

	������ 
�
��� ��� ��	��������� ��������� � 	������� ��	��	�������

��� �� �	����� �
 � ����
��� ���

	

ε̂cy =

⎛
⎜⎜⎝

εrad 0 0

0 εaz 0

0 0 εz
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ε̂ = R̂ε̂cyR̂−1 . ���#�
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ε̂rφ =

⎛
⎜⎜⎝

cos(φ)2εrad + sin(φ)2εaz sin(φ) cos(φ)(εrad − εaz) 0

sin(φ) cos(φ)(εrad − εaz) sin(φ)2εrad + cos(φ)2εaz 0

0 0 εz

⎞
⎟⎟⎠ .
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δβTE01 = 0 , &-�"*

δβTM01 = −2(δ1 + δ2) , &-�-*

δβHE21 = δ2 + δ1 , &-�,*
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δ1 =
Δnmax

2r2coreβ

∫
rE(r) · ∂E(r)

∂r
· ∂(Δn(r)/Δnmax)

∂r
dr &-�#*

δ2 =
Δnmax

2r2coreβ

∫
E2(r) · ∂(Δn(r)/Δnmax)

∂r
dr &-�+)*
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